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Quantitative Versionen von kombinatorischen
Partitionssiitzen*)

P. Frankl**), R. L. Graham und V. Rédl, Murray Hill, NJ

0 Einleitung

Es gibt schon eine sehr groe Anzahl von ,Ramseyschen Sitzen“. Die
berithmtesten drei klassischen Sétze sind die folgenden. Sei N ={1,2,...,n,...} die
Menge der natiirlichen Zahlen.

Satz von Schur (1916, [S}). Man betrachte eine beliebige Partition von N in
endlich viele Klassen. Dann gibt es immer drei Zahlen x, y und z, alle in der gleichen
Klasse, fiir die x+y =1z gilt.

Satz von van der Waerden (1927, [W]). Fiir jede Partition von N in endlich
viele Klassen gibt es eine Klasse, die beliebig lange arithmetische Progressionen
enthdlt.

Fiir eine Menge X sei (X) die Menge aller k-elementigen Teilmengen
von X. k

Satz von Ramsey (1930, [Ra}). Fiir eine beliebige Partition von Il]j in
endlich viele Klassen gibt es eine unendliche Menge X, so daf alle Elemente von

( f) in der gleichen Klasse sind.

Alle diese Satze kann man auch in einer endlichen Form formulieren. Wir
bezeichnen Objekte, die vollig in einer Partitionsklasse liegen, als monochroma-
tisch. [N] bezeichne das Intervall {1, 2, ... N}.

Dann lautet die endliche Form des Satzes von Schur: Fiir jede natiirliche
Zahl r gibt es eine kleinste Zahl S= S(r) mit der Eigenschaft, daBl es fiir jede
Partition von [S] in r Klassen eine monochromatische Menge {x, y, x + y} gibt.

*) Hauptvortrag auf der DMV-Tagung in Berlin 1987.
**) Stindige Adresse: CNRS, 15 Quai Anatole France, 75007 Paris, Frankreich.
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Fir den Satz von van der Waerden (bzw. Ramsey) sei W(l,r) (bzw.
R(m, k; r)) die entsprechende Funktion, wobei r die Anzahl von Klassen ist, / die
Linge der gewiinschten arithmetischen Progression und m die Michtigkeit der
Menge, deren k-elementige Teilmengen monochromatisch sein sollen.

Man weil} sehr wenig tiber diese Funktionen; zum Beispiel war es 60 Jahre
lang nicht bekannt, ob man eine primitiv rekursive obere Schranke fiir W(k, 2)
angeben kann. Fir einen Uberblick iiber diese und verwandte Funktionen
verweisen wir den interessierten Leser auf die Arbeit [GR]. In einer wundersché-
nen neuen Arbeit hat Shelah [Sh] eine primitiv rekursive obere Schranke fiir
W(k,2) erzielt.

Im Zentrum unseres Interesses steht eine andere quantitative Version dieser
Sitze: Wir betrachten alle Parameter (r, /, m, k) als konstant und lassen N wachsen.
Dabei méchten wir die Mindestanzahl monochromatischer Objekte abschitzen.
Wir beweisen, dafl diese Anzahl hdchstens um einen konstanten Faktor Kleiner als
die Anzahl aller Objekte sein kann.

SchlieBilich betrachten wir einen anderen Begriff von Anzahl, der durch
einen Satz von Bergelson [B] motiviert wurde. Bergelson bewies seinen Satz mit
ergodentheoretischen Mitteln. Wir geben einen rein kombinatorischen Beweis fiir
diesen und andere Sitze.

1 Der Satz von Rado

Im Jahre 1930 hat Richard Rado einen allgemeinen Satz verdffentlicht, der
sowohl den Satz von Schur als auch den von van der Waerden enthilt. Man kann
hier erwahnen, dafl diese schdne Arbeit die Basis seiner Dissertation wurde, die er
unter der Leitung von Schur geschrieben hat.

Sei A =(ay) eine ganzzahlige /X k-Matrix. Man betrachte das homogene
lineare Gleichungssystem %

p a;x; =0, 1<igL
j=1

Sei X der Spaltenvektor (xy,...,xx)T. Dann kann man das System als
A% =0
schreiben. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, daB 4

vollen Rang hat, das heifit r(4) =/ gilt und deswegen der lineare Raum von
Losungen die Dimension k — [ hat.

Definition 1.1. Man sagt, daf das System & = £ (A) partitionsregulir
ist, falls fiir jede beliebige Partition von N in endlich viele Klassen das System eine
monochromatische Losung hat.

Bezeichne a; die j-te Spalte von A.

Definition 1.2. Man sagt, daf die Matrix A die Spaltenbedingung erfiillt, falls
es nach entsprechender Permutation der Spalten Indizes 1 <k <k, <...<k,=k
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gibt, so daf mit der Bezeichnung

k;
A= 2 a;
J=ki_g+1
gilt: .
(i) 41=0,

(i) fiir 2 < i < tist A; eine lineare Kombination von aj, ..., ax,_,.
Jetzt konnen wir das klassische Resultat von Rado beschreiben.

Satz von Rado ([R], cf. auch [GRS]). Das System £ (A) ist partitionsregulir
dann und nur dann, wenn A die Spaltenbedingung erfiillt.

Im Fall des Satzes von Schur ist 4=(1,1,—1), was nach Permutation
(1,—1,1) ergibt und die Spaltenbedingung mit ¢ =2, k| =2, k, =3 erfiillt.
Fiir den Satz von van der Waerden kann man fiir .£(4) das System

X1 —2X2 +X3'—'—'0
X2 —ZX3 +X4=0

X1—2 ——2x1_, +x/ =0

nehmen, welches die Spaltenbedingung mit =1 erfiillt. Das zeigt, daBl der Satz
von Rado die Sitze von Schur und van der Waerden verallgemeinert.

Rado nennt eine Menge H C NN riesig, wenn es fiir jedes partitionsregulire
System und jede endliche Partition von H eine monochromatische Lésung gibt.
Rado hat vermutet und Deuber [D] hat bewiesen, dafl riesige Mengen die
Partitionseigenschaft haben, das heifit, daf es fiir eine beliebige endliche Partition
H=HU...UH, ein j mit 1 < j<r gibt, so da} H; wiederum riesig ist. Fiir den
Beweis von Deuber spielt der folgende Begriff eine wichtige Rolle.

Fiir natiirliche Zahlen m, p und c sei

D(m’p’ C) :={(ll, [EX lm)ezm . 31,1<m,
Ai=0furj<i; A =c; |4 < pfiirj>i}

Definition1.3. Eine Menge SCZ ist eine (m,p,c)-Menge, falls es
Y15+ Ym) EZ™ gibt, so daf

S= { 2 Aiyii (A1, ..., Am) € D(m, p, C)]
i=1

gilt.

Wie Deuber gezeigt hat, sind (m,p,c)-Mengen und die Lésungen von
partitionsreguliren Gleichungssystemen sehr eng verbunden. Man betrachte eine
Matrix A4, die die Spaltenbedingung erfiilit. Dann hat man k£ —/ linear unabhén-
gige Losungen der folgenden Form:
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1 k; k> ki1 k;

U U U U V)
w =({,1,..,1, 0,..,0, .. 0, 0,...,0)
1%} = (az,..., Qs 1,...,1,0,... 0, 0,...,0)
w; == (a,l, sy atkl, veey atk,_la 1’ sees 1)
Wer1 = (411 ciey @itk )
We—1 = (@k—11-.. cees Xk —1k ),

wo alle a;; rationale Zahlen sind. Falls man alle diese Vektoren durch das kleinste
gemeinsame Vielfache ¢ aller Nenner multipliziert, erhilt man ganzzahlige
Vektoren der Form

n =1{(c¢..c00,... ey 0,...,0)
by, = (ﬂzl,...,ﬂzkl, C,C,... e 0,...,0)
Uiy = (ﬂ,+1,1,... ...,ﬁt+1,k )
Ok—1 = (Be-s15 ... coos Be—1k )-

Sei p =max | B;|. Eine beliebige Losung des Systems A% =0 kann man in der Form

schreiben (hier k6nnen die y; beliebig, das heiBt nicht notwendig ganzzahlig sein).
Das bedeutet aber, daB x, ..., x,, alle zu der gleichen (k —/, p, ¢)-Menge gehéren.
Andererseits enthilt jede (k—/, p,c)-Menge eine Loésung des Systems
Ax=0.
Nun kénnen wir unseren ersten Satz beweisen.

Satz1.1. Sei A eine ganzzahlige 1X k-Matrix, die die Spaltenbedingung
erfiillt. Dann gibt es fiir jedes r 2> 1 eine positive reelle Konstante ¢ = ¢,(A), so dap fiir
Jedes N>ny(A,r) und jede Partition von [N] in r Klassen das System Ax=0
mindestens cN* ! monochromatische Losungen hat.

Sei v (N) die Anzahl von Losungen des Systems & = #(4) in [N] und
ve(N,r) die Mindestanzahl von monochromatischen Losungen, falls man [N]in r
Klassen aufteilt. Dann hat Satz 1.1 das folgende Korollar.

Korollar. Falls % partitionsreguldr ist, dann gilt ve (N, r) > ¢,(L)ve(N) fiir
eine positive Konstante ¢, () und fiir jedes N > no( &, ).

Fiir den Beweis bendtigen wir die folgende Version von dem Satz von
Deuber.



134  P.Frankl u.a.

Satz 1.2 ([D]). Fir beliebige natiirliche Zahlen m, p, c und r gibt es natiirliche
Zahlen M, Pund C, so daf man fiir jede Partition aller formalen Linearkombinationen

M
g ={ 2 Y (A, ..., ) ED(M, P, C)}
i=1

in r Klassen paarweise disjunkte Mengen B,...,B,C[M] findet und formale
Variablen

(L1) yi=,§3 &Y,  1<|§<P 1<i<m
J i

so dap alle Linearkombinationen

M
2 Ao (e dn) ED(m, p, )
P

in der gleichen Partitionsklasse sind.

Beweis von Satz 1.1: Wie vorher gezeigt wurde, erhalt fiir entsprechende p
und ¢ jede (k— 1, p, c)-Menge eine Lésung des Systems 4% =0. Sei m =k — [ und
seien M, P und C die Zahlen im Satz von Deuber. Sei N sehr groB im Vergleich zu
M; man betrachte alle M-Tupel (Y4,..., ¥,,) €ZM mit der Eigenschaft, daBl die
entsprechende (M, P, C)-Menge ausschlieBlich aus Zahlen in [N] besteht und

(12) Y,=QP+ 1)) mod (2P + )M, 1<i<M

gilt. Fir eine positive Zahl ¢; =c(M, P, C) gibt es mindestens ¢;NM solcher M-
Tupel (Y3,..., Yu).

Man betrachte eine beliebige Partition von [N]in r Klassen. Diese Partition
definiert eine Partition der Menge # = #(Y), ..., Y») nach dem Satz von Deuber.
Da unseren Annahmen entsprechend ¢ als Zahlenmenge in [N] enthalten ist,
erhalten wir - durch Anwendung des Satzes von Deuber - eine monochromatische
Losung innerhalb #. Das heifit, mit Multiplizitit gerechnet haben wir mindestens
¢1NM™ monochromatische Losungen.

Um den Beweis zu beenden, werden wir zeigen, daB wir jede Losung
héchstens c; N¥~* ~)-mal gezihlt haben. Sei also (xi, ..., x) eine Losung, die wir
auf die obige Weise erhalten haben. Das bedeutet, daB fiir eine entsprechende Wahl
von (¥1,...,Vk—1)

1,0 x6) = V1, Y—1)B

gilt, wobei B eine festgelegte (k—1/) X k-Matrix ist. Deswegen bestimmt
(¥1,...,yx—1) eindeutig (x1,...,x¢). Das heiit, wir miissen beweisen, daB ein
gegebenes (k —/)-Tupel (1, ..., yx—;) hochstens c;N¥~*~D_mal erhalten wurde.
Wegen der Bedingung (1.2) bestimmt jedes y; eindeutig durch seinen Rest modulo
(2P+ 1)™ die Menge B; und die Koeffizienten ¢; aus (1.1). Das ergibt zusammen
k — 1 Gleichungen fiir die ¥; (und diese Gleichungen haben paarweise disjunkte
Variablenmengen), was nur ¢oNM~*~) Mopglichkeiten fir die Wahl von
(Y4, ..., Yy) GibriglaBt. ]
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2 Der Satz von Szemerédi

Fir eine Teilmenge A =1{ay,as,...,am,...} CIN bezeichne a(A) die obere
Dichte von A, das heilit

E(A) =lim sup _LM
n—oo n
Ahnlich wird die untere Dichte d(A) definiert:
4N, |

d(A4) =lim inf
n—o n
Falls d(A) gilt, dann heiBt diese GroBe die Dichte von A und wird mit d(A)
bezeichnet.

Man kann sich fragen, welche Gleichungssysteme Mx = 0 in jeder Menge A
mit positiver oberer Dichte nichttriviale Lésungen haben (nichttrivial besagt, da
nicht x; =x; =... =x; gilt). Man setze 1 =(1,..., 1). Falls M1 # 0 und m> my(M)
gilt, dann kann man leicht sechen, dafl die Menge {1,m +1,2m+1,...} die Dichte
1/m hat und trotzdem keine Lésung des Systems MX = 0 enthilt. Andererseits gilt
folgendes.

Satz2.1. Sei Mx = 0 ein ganzzahliges lineares Gleichungssystem, das die
Bedingung M1 = 0 erfiillt. Dann enthdlt jede Teilmenge positiver oberer Dichte von N
eine nichttriviale Losung dieses Systems.

Im Spezialfall, wo M das System x;—x;=x;—x3=...=xx=1 — X) be-
zeichnet, ist der obige Satz gleichwertig mit dem berithmten Satz von Szemerédi
[Sz]. Andererseits kann man den Satz leicht aus diesem Spezialfall herleiten.

Wir haben die folgende quantitative Version des Satzes 2.1 bewiesen. Sei
¢(M,y,n) die Mindestanzahl von Lésungen des Systems Mx = 0 in allen Mengen
AC[1,n] mit |A4| > yn.

Satz2.2 ((FRG1]). Sei M eine k x I-Matrix mit M1=0. Dann gilt
lim inf c(M, y, n)/n*—!> 0.

n—o0

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einem Satz von Fiirstenberg und
Katznelson [FK], welcher eine weitgehende Verallgemeinerung des Satzes von
Szemerédi (mit ergodentheoretischen Mitteln) ist.

3 Der Satz von Bergelson

Zuerst wollen wir einen einfachen Hilfssatz beweisen.

Lemmal. Sei C={ci,...,Cp,...} eine unendliche Folge von natiirlichen
Zahlen von oberer Dichte d. Dann gilt folgendes.

(i) Fiir jede endliche Zahlenmenge A C N mitd+ 1/|A| > 1 gibt es unendlich
vielencEINmitn+A={n+a:a€A4A}CC.
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(ii) Seiby,...,by €EN,e>0undk >4d/e% Dann gibt es Indizes 1 <i<j<k,
fiir die

dbi+O)NGi+C) >d?—e
gilt.

Beweis: (i) Sei 4={aj,...,a;} und @ = max a; Wegen der Bedingung
i

d>1—1/]4| gibt es fiir jede ganze Zahl m eine ganze Zahl n(m), so daB
@G |ICNm,am)] > 1 —1/|ADn@m) +a
gilt. Man betrachte
Si={n€[m,n(m)]:a; +n& C}.
Aus (3.1) folgt
1Sil <(n(m) —m)/|4], I<igue
Das heif§t
ISil + ... + 18 <n(m) — m.

t
Wir konnen deswegen ein n& ([m,n(m)] — U S;) finden. Fiir dieses n gilt
i=1

dann n>m und n+ A4 C C, was (i) beweist.

(ii) Aus der Definition der oberen Dichte folgt, daB es beliebig groBe
Zahlen m gibt, so daf

IC N1, m]| >(c—l—%)m + max b,

Fiir solche m haben wir

(3.2 |G+ C)N[l, m| > (z_l—%)m.

Wir setzen B;=(b;+C)N[1,m] und betrachten den Hypergraphen
{B1,...,Bi}. Sei g(i) der Grad des Punktes i, 1 <i<m. Dann gilt

33 T BNBl= X (g(t))%(zg(i)/m)'

1<i<j<k 1<t<m \ 2 2

Aus (3.2) und (3.3) erhilt man fiir k > 4d/e?

k(&—%) o\
X BNBi>m >m( )(d2~s).
1<i<j<k 2 2
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Das heifit, daBl im Durchschnitt |B;NB;|/m groBer als d*—e¢ ist. Fiir m gibt es
unendlich viele mégliche Werte, wihrend (i, j) nur I2c Werte annehmen kann.

Deswegen muB es ein Paar (i, j) geben, so daBl |[B;NB;| > m(d® — &) fiir unendlich
viele Werte von m gilt. [

Sei N=CU...U () eine Partition. Der Satz von Schur sagt, daB} es ein i
mit I <i</und ein n& C; gibt, so daB C; N (n+ C;) # 2 gilt. Mit ergodentheoreti-
schen Mitteln hat Bergelson den folgenden schérferen Satz bewiesen.

Der Satz von Bergelson ([B]). Sei N = C, U... U C;eine Partition. Dann gibt
es ein t mit 1 <t <., so daf d(C,) >0 ist und fiir jedes ¢ > 0 die Menge

D, ={n€C:d(C,N(C;+n) >d(Cy* — &]
eine positive obere Dichte hat.

Jetzt geben wir einen elementaren Beweis dieses Satzes. Der Beweis ist

indirekt, das heillt wir nehmen an, daf} d(D;) =0 gilt fiir 1 i< /. Wir bemerken,
1

daBl D;= C; ist fur jedes i mit d(C;))=0. Man setze C=N — U D;. Dann gilt
d(Cy=1. i=1

Sei nun k=[4/¢%] und r=R(k,]) die Ramsey-Zahl. Das heift, fiir jede
Partition der Kanten des vollstindigen Graphen mit r Ecken in / Klassen gibt es
einen monochromatischen vollstandigen Graphen aus k& Ecken.

Aus Lemma 1(i) folgt leicht, dafl es Zahlen ay,...,a, gibt, so daB fiir jede
nichtleere Teilmenge IC{1,2,...,r}

(B4 2 4€C
i€l

gilt. Man definiere eine Partition der Kanten des vollstindigen Graphen iiber
{1,...,r}in /Klassen, in der die Kante (a, b) dann und nur dann in der Klasse i liegt,
wenn

gilt. Aus der Definition von r folgt, daB es ein ¢ mit 1 <7</ gibt, so daB die ¢-te
Klasse einen vollstindigen Graphen mit k£ Ecken enthilt. Sei {s),...,s¢} die
Eckenmenge dieses Graphen mit 1 <s) <... <5y <r. Man setze

b,' = 2 a;,
517 <s;
und wende Lemma 1(ii) mit C=C;, d=d(C,) an. Dann enthilt man Indizes
1<i<j<k mit

d((bi+ C)N (b + C)) >d? — ¢,
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oder, was gleichwertig ist,
d(C,N(Cr+ (b — b)) > —e.

Das heifit aber, dal das Element bj—bi= > a, € C, in D, liegt. Dies ist
ein Widerspruch zu (3.4). 5KuU<s; |

4 Eine gemeinsame Verschirfung der Sitze von Schur
und van der Waerden

Zuerst werden wir eine modifizierte Definition von (m, p, c}-Mengen geben.
Fiir m, p, c € Nist eine (m, p, c)"-Menge die Menge aller Linearkombinationen des
folgenden Typs:

{l]dl + ... +/1i_1a,-_1 +cai:0<2,~<p, 1 <i<m},

wobei aj, ..., an beliebige natiirliche Zahlen sind. Die obige (m, p, ¢)*-Menge wird
durch (ay,...,am) bezeichnet. Wir werden einen Satz iiber (2, p, 1)"-Mengen
beweisen. Die (2,p,1)*-Menge (x,y) besteht aus den Zahlen x,y, y+x,
y+2x,...,y+(p — 1)x, das heift, sie ist die Vereinigung von einem Lésungssystem
der Gleichung von Schur (x +y =z) und einer arithmetischen Folge der Linge p.
Sei r€EN, r>2 und seien M,P,CEN mit der Eigenschaft, da8 jede
Partition einer (M, P, C)*-Menge in r Klassen eine monochromatische (2, p, 1)*-
Menge enthilt (die Existenz von M, P, C folgt aus dem Satz von Deuber [D]).

Satz4.1. Sei N=C,U...UC, eine beliebige Partition, p>2, 5=

(%)
1720+ CYMp ' ° /. Man setze

B={xE€N:d{y: (x,y) ist monochromatisch} < d}.
Dann gilt
@4.1) dB)<1-—a.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, daB (4.1) falsch
ist. Man setze B; = {b € B: (b) C B} = {b € B: Cb € B}. Dann gilt

(42) 1—-dB)<A+C)1—-dB)<(1+C)¥<1.

Sei a; € By. Wir werden neue Mengen B; und Elemente a; € B, rekursiv definieren.
Nehmen wir an, daB ay,a,,...,a; € B; schon definiert sind und (a1, ...,a;) keine
monochromatische (2, p, 1)*-Menge enthilt.

Man setze 4 :{ z Aiai: 0 < Ay <P} und
Jsi

B,'+1 ={b€B,(A + Cb)CB,}
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Dann sieht man leicht ein, daBl
(4.3) 1 —dBi+1) <1+ Cl4])(1 —d(By)
gilt. (4.2) und (4.3) ergeben

44 1—dB.)<s I +cp.
0</<i

Nun wihlt man ein a;1+1€B;+1, so daB (ay,...,a;+1) immer noch keine
monochromatische (2, p, 1)*-Menge enthalt. Wenn es 5o ein ;4 | nicht mehr gibt,
halten wir an. Nach dem Satz von Deuber wird das fiir i + 1 M passieren. Dann
enthaltdie (i + 1, P, C)*-Menge (ay, . .., a;, b) fiir jedes b € B;; , eine monochromati-
sche (2, p, 1)*-Menge, sagen wir (x(b), y(b)).

Sei 5> P(a; +...+4;). Dann ist Cb+(P— (a1 +... +a;) <(1 + C)b die
grofite Zahl in der Menge (ay,...,a;,b). Da p>2 gilt, enthilt (x(d),y(b)) C
(a1,...,a;,by das Element y(b)+2x(b), woraus x(b)<Cb folgt, so daB
x(b)€Eay,...,a;) gilt. Da (aj,...,a;) keine monochromatische (2,p, 1)"-Menge
enthalt, ist y(b)€ (ay, ..., a;). Das heiBt, daB y(b)=Cb+A1a; +...+ Aa; gilt. Sei
x(b)=pa + ...+ u;a; Man setze

ADB) = (A1, Ai), u(b) = (s, .., ).

Die Anzahl von Méglichkeiten fiir A(b) ist P/, und fiir u(b) ist sie PP~ 1+ Pi—2 4 .

+ P+ 1. Das ergibt 1nsgesamt Pi(PI—1)/(P— 1)< pM—2 Moglichkeiten. Deswe-
gen gibt es eine Wahl 4 ,d,s0dall die Menge B*={bE B;,: A(b)= 7, u(b)=ji}die
Eigenschaft

(4.5)  d(B*)>d(B;+,)/PM 2

hat. Da x(b) € B, erhilt man
d{y(b): b EB*} <6

Aus y(b) < (1 + C)b folgt dann
d(B*) < (1+ C)é.

Wenn man diese Ungleichung mit (4.5) und (4.4) vergleicht, erhilt man
(+1<M)
M
(%)

1<sa+opm2+ [T a+cry<2sa+cymp
0<j<M

M
das heilit 6 > 1/2(1 + C)MP( 2 ), in Widerspruch zu unseren Annahmen. [ ]

Bemerkungen. Unser Satz ist starker als der Satz von Bergelson (sogar fiir
den Fall der Losungen der Gleichung von Schur) in dem Sinne, daB wir von der
Menge

B=N—-B={x€EN:d{y:(x,y)ist monochromatisch} > d}
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die Ungleichung d(B)>J bewiesen haben. Das heiBt, wir haben eine untere
Schranke fiir die untere Dichte einer Menge gegeben. _

Man kann Beispiele angeben, die zeigen, da3 die Reihenfolge von d und d
nicht verdndert werden kann.

5 Eine Verschirfung des Folkman-Rado-Sandersschen Satzes

Eine endliche Menge 4 C N hei8t unabhiingig, wenn fiir alle 2!4! Untermen-

gen Ay C A die Teilsummen 2. a verschieden sind. Wir setzen
a€ 4,

s4={ 2 a Q;EAOCA}.
aEAO

Das heilit, 4 ist unabhiingig dann und nur dann, wenn |Z 4| =241 — 1,

Satz von Folkman-Rado-Sanders (cf. [G], [GRS)). Fiir alle ganzen Zahlen
r,k > 2 gibt es ein n=n(r,k), so daf es fiir jede unabhingige Menge BCN der
Machtigkeit n und jede Partition von B in r Klassen eine unabhdngige Menge A der
Mdchtigkeit k gibt, so daff X A CZ B monochromatisch ist.

Sei nun N=C;U...UC, eine beliebige Partition von IN. Sei & eine sehr
kleine, aber positive Konstante (wir werden den Wert von d erst spiter fixieren).

Wir werden fiir jede unabhingige Menge A mit |4] <k —1 eine Menge
I'(4) CN definieren. Fiir |[4| =k — 1 setzen wir

I'(4) = {x € N:A4 U {x} ist unabhingig, Z 4 U {x} ist monochromatisch}.
Fiir |4] = k — 2 setzen wir

I'(A) ={ay—1 E N:d(I'(4 U {ax-1})) > 6}
Allgemein setzen wir fiir 4 = {ay, ..., a;} miti <k — 1

I'(A) = {ai+1 € N:d(I(A {g;+1})) > 8}.

Man bemerke, dal I'(4) = & gilt, falls entweder 4 nicht unabhingig oder
Z A nicht monochromatisch ist.

Satz5.1. Fiir § <27 ":kk gjjy
(5.1) dT(@)>é.

Beweis: Der Beweis ist indirekt. Wir nehmen an, da8} (5.1) falsch ist. Seien
Dy=N—TI'(2)und d, € Dy, so daB d(I'(d))) < gilt. Wir werden induktiv Mengen
D{DD;D...DD;...und Elemente d € D», ..., d; € D, konstruieren, fiir die (i) und
(ii) gelten. Fiir eine Teilsumme d=d; +... + d,-q setzen wir p(d) = 1r£f§q Ip.

(i) di>3d;— fiir 2<i<s, und es gibt keine unabhingige Menge 4 mit
|[A|=kund ZACZX{d,,...,d;}, £ A monochromatisch.
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(i) fir jede Sequenz by,by,...,0E€EZ{d),...,d;} mit p(b))<p(b)<...
<p(by) fur 1 gk —1gilt

dI(by, ..., b)) < 4.

Wegen Bedingung (i) kann s nicht gréBer als n(r, k) aus dem vorigen Satz sein. Sei
also s die groBte Zahl, fiir die wir noch D; und d; konstruieren kénnen, und setze
D={dy,...,d}.

Wegen der Bedingung d; > 3d;—; ist D unabhingig, und falls B={b,, ..., b,}
mit b; <b<...<b; unabhingig mit TBCID ist, dann muB p(b))<
p(b2) <...<p(b,) sein. Insbesondere gilt

d(T'(by, ..., b)) < 4.
Man setze
Dyi1 =N — KLqu (U {T (b1, ..., bp):p(b1) < ... < p(b,),
{by, ..., b} C ED}).
Dann hat man
(52) dDsi1)>1— Q16> 1 — 2nEBG—Dg > | — 9=s—1
zum Beispiel fiir 6 < 277Kk Ays (5.2) folgt, daB die Menge
B=1{b:b>3d, (ED U {b} — £D) C Ds+1}

eine untere Dichte von mindestens 1/2 hat. Wegen der Maximalitit von s gibt es fiir
jedes x €B eine unabhingige Menge B(x) ={bi(x), bx(x), ..., bx—1(x), br(x)} mit
EB(x)CEDU{x} und XB(x) monochromatisch. Deswegen hat man by(x)
Erbi(x),...,br—1(x)). Wegen (i) gilt

P1(x) < p(ba(x)) <... <p(br—1(x)) < p(be(x)) =5 + 1
und deshalb ist
bp(x) €E Dy+1 CN — I'(bi(x), ..., br—1(x)),

was den gewiinschten Widerspruch liefert. n

6 Quantitative Versionen des Satzes von Ramsey

Fiir eine endliche Menge X und eine natiirliche Zahl k sei (f) die

Menge aller k-elementigen Teilmengen von X. Der Satz von Ramsey sagt, daB es
fiir jedes Tripel k, [, r& N, I > k, r > 2 eine natiirliche Zahl R(k, /, r) gibt, so daB es

fiir |X| >2R(k,l,r) und fiir jede Partition von (X) in r Klassen eine Menge
Ye ()l{) gibt, so dal ( Z) monochromatisch ist.
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Der folgende Satz ist eine direkte Verallgemeinerung des klassischen Satzes
von Katona, Nemetz und Simonovits [KNS]. Sei f(m, k, , r) die minimale Anzahl

von Mengen Y € (f), so daf} (Z) monochromatisch ist, wobei das Minimum

iiber alle Partitionen von (f) in r Klassen (|X| = m) genommen wird. Das

heiflt, die Ramseysche Zahl R(k, I, r) ist die kleinste Zahl R, fiir die f(R, k,1,r) > 1
gilt.

Satz6.1. Die Funktion f(m,k,l,r) / (m) ist monoton nicht-abnehmend
als Funktion von m. !

Beweis: Sei [X| =m+ 1, und man betrachte eine beliebige Partition von
()1() in r Klassen. Aus der Definition von f(m,k,I,r) folgt, daBl jede Menge
X—{x}, x€ X, mindestens f(m,k,[l,r) l-clementige Teilmengen Y enthilt, fiir
die (Z) monochromatisch ist. Das gibt insgesamt mindestens (m+ 1)f(m, k,

1,r) Mengen, und jede Menge wurde (m + 1 — I)-mal gerechnet. Daher folgt

fm+ Lk L) > ok, 1 n.
m+1—1

Wenn man beide Seiten durch (m _l*— 1 ) teilt, erhilt man

f(m+1,k,l,r)/(m71)>f(m,k,l,r)/(r7). n

Korollar 6.1. Der Grenzwert

lim f(m, k, I, r)/(’?) = ¢k, 1, 1)

m—oo

existiert und ist grofer als 1 / ( R(k,1,1) )

/

Den Grenzwert ¢(k, [, r) zu bestimmen, ist ein duflerst schweres Problem,
sogar fiir k =r=2. Goodman [Go] hat ¢(2, 3,2) = 1/4 bewiesen und Erdés [E] hat
vermutet, dafl sogar im allgemeinen

¢(2,1,2)=21_(;)

gilt. Vor kurzem hat Thomason [T] bewiesen, daB fiir jedes / > 4

¢(2,1,2)<217(£)
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gilt. Die besten unteren Schranken fiir ¢(2,4,2) und ¢(2, 3, 3) hat Giraud ([Gil],
[Gi2], [Gi3]) bewiesen. Auf dieselbe Weise, wie wir es im Abschnitt 5 getan haben,
kann man eine andere quantitative Version des Satzes von Ramsey beweisen.

Sei J eine kleine aber positive Zahl, § =4(k,I,r). Man betrachte eine

beliebige Partition von (]I:) in r Klassen. Fiir 1 < q; <... < g;_, definiere man

I'(ay,..,a-1)= {a;: ({al’ k’ a;}) ist monochromatisch} .

Nehmen wir an, dal I'(a),...,a;) fir jede Folge a;<...<a; mit I—1>s5>¢
definiert ist. Dann definiert man

[B]

(D]
[FGR1]

[FGR2]

[FK]

[Gil]

[Gi2]
[Gi3]
[Go]
[G]
[GRS]
[GR]
[KNS]
[R]

[Ra]
{s]

T(ay, ..., a—1) = {a,:d(I'(ay, ..., a})) > 6}.

Satz 6.2 ((FGR2)). d(I"(9)) > 6.
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