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INTRODUCTION

Plusieurs auteurs ont étudié des problémes aux limites elli=-
ptiques dans des espaces de Sobolev avec poids. On peut renvoyer
par exemple 2 Geymonat et Grisvard [8] , Lizorkin et Nikolsky [26],

Morel [28] ainsi qu'a leurs bibliographies.

Ils ont ainsi étudié des problémes aux limites pour des opéra=-

teurs de la forme
(1) $ A(D)

ot A(D) est un opérateur elliptique dans l'adhérence d'un ouvert
£ de R" , et ¢ une fonction s'annulant sur son bord I (ou

devenant infini).

Notons que Kiprijanow [IZJ , Lizorkin [2ﬂ se00. ONt

examiné des problémes voisins,

Le but de ce travail est dfétudier des probleémes aux limites
dans des espaces du type Lz) pour une classe dfopérateurs ellipti=
ques dans 62 qui dégéneérent au bord (i.e; qui cessent d'étre
elliptiques sur / ). Nous ne supposons pas la dégénérescence to-

tale comme dans (1) . Plus précisément nous considérons des opé-

rateurs de la forme :
(2) AM) = NA + ¢B)vf

ot /A est un opérateur dfordre 1 défini dans 2 et transversal
a 7, B(D) est un opérateur elliptique d'ordre 2 dans &
¥ est une fonction g® telle que [/’ soit défini par

$(x) = o , enfin P est un entier positif.

Nous nous limitons ici, au cas des opérateurs d'ordre 2 ,



mais les méthodes utilisées et les résultats obtenus pourraient

probablement &tre étendus a l'ordre supérieur.

Chapitre.I,

Dans le chapitre I, nous étudions des espaces de Sobolev

avec poids dans le demi-=espace R: = {(X,Y) ’ YPO}

Désignons par Wm(d,s) l'espace des fonctions u dans
RT  vérifiant
+
y*u eL2(m% ™))
p"uen?(rY)
y +
Nous démontrons l'inclusion :
W@ ,s) ¢ W(p,r)
1 o . _ B+ m
avec -7 <@5‘ 3 r = s A+ m
ainsi que le résultat de "dérivée intermédiaire" suivant

2 1,4 s
Wolk,E) e W (3 s E)

u, Dyu

Nous utilisons, ensuite, ces résultats pour établir des

"]l emmes de commutation" utiles aux chapitres suivants.

Chapitre.II.

Le chapitre II est réservé a8 la régularité des solutions



des problémes de Dirichlet et de Neumann pour 1l'opérateur

A(D) défini par (2) . Ainsi on démontre, que, si le second
membre est dans Hk(ﬂ ) (k entier>o), et u est la solution, on
& 3

2

(3) /\uGHk(JZ) : ‘FZPuEHk+2($2) .

Hk(& ) étant l'espace habituel de Sobolev d'ordre k .

Nous utilisons; pour cela, la "régularisation elliptique"
qui consiste 2 approcher (2) par un opérateur elliptique non
dégénéré (en lui ajoutant =€ A ). Ceci nous permet de considérer
notre solution comme "limite" d'une suite de fonctions €% .

(voir Kohn et Nirenberg [14] , Lions [15], Oleinik [31]...) .

Nous nous ramenons, ensuite, au cas du demi~espace et nous
utilisons les résultats du chapitre I,

Nous remplagons l'utilisation des "quotients différentiels",
dans 1'étude de la régularité;par celle des dérivations fraction=-

naires parall2les au bord, comme le font Kohd et Nirenberg [14] .

Notons que nos résultats ((3) par exemple) sont plus précis
- dans ce cas - que ceux obtenus par ces auteurs dans un cadre

voisin et plus général.

Chapitre,III.

Soit U wun ouvert de R" vérifiant : RecU .

Nous supposons que l'opérateur (2) est donné dans U (A étant

toujours transversal 2 /7 , bord de £ , défini par Y(x) = o0.)

Nous démontrons des résultats de régularité a 1'"intérieur"

par des méthodes semblables & celles du chapitre précédent. Nous



w b e
en déduisons, en particulier;l’hypoellipticité de cet opérateur
dans U .

Notons H(A) 1'espace des u appartenant a2 H°(R ) et
telles que A(D) ueH®(f ) . Nous montrons, alors, a partir du
résultat précédent que Q)(EZ) est dense dans H(A), et que
T SO—— (g i s y/\u) se,prolonge en une application continue de
H(A) dans

1 3
H Zt“lj([’) « u 20 (py

Nous démontrons, enfin, que nous avons les deux isomorphismes

_ 1
nea) AP ¢ ) gecay 4w 2FFD

3

(A(D) ,¢ A) ZtHlj(f’)

H(A) H°(®) x H

ce qui étend des résultats de Lions et Magines dans le cas elli=-

ptique (voir [23 ] L aux opérateurs que nous considérons,

Je suis trés heureux de pouvoir exprimer ici toute ma grati-
tude 2 Monsieur Bernard MALGRANGE i qui je dois ma formation

mathématique,

Je remercie également Monsieur Jacques Louis LIONS pour tout
l1*intér&t qu‘il a porté 2 mes recherches, et Monsieur Laurent
SCHWARTZ pour ses continuels encouragements; Je leur suis treés

reconnaissant de m'avoir permis d'exposer l'essentiel de ce

travail dans leur séminaire (1965-1966).

Ma reconnaissance va également 2 Monsieur Jacques DENY qui
a bien voulu me proposer le sujet de seconde th2se et présider

le Jury.



CHAPITRE I

ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS

I. ESPACES AVEC POIDS.
Soient A et B deux espaces de Hilbert séparables; On

suppose que ACDB , algébriquement et topologiquement, A étant

dense dans B . On définit, alors, un opérateur /\ auto-adjoint,
24
positif, non borné dans B tel que A soit le domaine de N 2
1
2
A =D(A )
On pose, comme dans Llﬂ , pour 0<0 <1 3
l1-86
= 2
a*=% 8% = p(A )

Si X =est un espace de Hilbert, on désigne par LZ(X)
< 2 ,
(respectivement L +(X)) les classes de fonctions Y —>ul(y) de
carré intégrable sur R (respectivement R+ = { YyER , y>o0 })

a8 valeur dans X ., On munit ces espaces des normes

+ @
|l By = K lu(y)|2 ay y1/2
- 00
(e8]
2 1
wli2 ey = (| Tetig et/
(o]

Désignons par W ( ¢, A, B) les classes de fonctions u

telles que
(1.1) ydu€-Li (A)
(1.2) u(m)ELi (B)

(m)

( « désignant un nombre réel, m un entier positif, et u le



dérivée d'ordre m de u).

Nous premnons pour norme

- o, 2 (m), 2 1/2
luelymew, 4, 3y = 1Y “'Lf_(A) + o [u L2 (3) )
m (m)
Si uwuew (&, A, B) , u est intégrable sur [0,1] , et
u',...,u(m'l) sont égales, presque partout, & des fonctions absolu-

ment continues sur [0,1] & valeur dans B . Nous pouvons donc défi.

nir des traces a valeurs dans B
yu = ( ¥ U ""’3-m-1U) avec gyu = u(l)(o) "

[+]
Désignons par WB( A, A, B) les u appartenant 2a

Wo( o, A, B) telles que Yu=o .
Nous avons :

THEOREME,.(I.1). Pour tout nombre réel &« , tout entier m posi-
tif et tout ©® , o0<86 <1 , nous avons l'inclusion algébri-

que et topologique

o o .
W"(e, A, B) ¢ W' (p, al=@ 39 _ g
avec = (1-6) A= Bm
DEMONSTRATION : 1°) On commence par démontrer le théor2me pour
e =1 (i.e, B = -m) . y u étant nulle, on a pour tout
ut I?Jm(ok , A , B)
y 1 t:1-:1-1 Cu)
u(y) _ 1 dt, dt, ... u (e ) dt_
m m
y y o o o

ou encore

y t1 -
a(y) | , L at1 2 " I‘u(m)(t) de
m Bh Y Tk m
y (o] o

o 1
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et finalement,en appliquant m fois 1'inégalité de Hardy on obtient:

an 22|, e B

2 =
L+(B) L+(B)

ol C est une constante indépendante de u ., Ceci démontre le

théoréme dans le cas f= —m

o
2°) Soit u€W®(a4, A, B) . On a, d'apréds (I.1) et (I.3)

2
(1.4) {Y““ €L, (a)
y Mue Li(B)

C=%+ 1in étant un nombre complexe, considérons la fonction
holomorphe & valeur dans Li(B) :

Wt ,y) = gitr B -Em o) .

Nous vérifions 2 partir de (I.4) :

w(i n,y)e Li(A) sup |w(i & ) | 2<+ 00
| L+(A)

w(l + i n,y)e Li(B) sup |w(1 + 17, =)| pit @
) L+(B)

Nous avons, alors, en utilisant la théorie de "l'interpola-

tion holomorphe" (voir[s | ,R1] ) :

y(l-B)d -Gmu

() =wo,y) e [1a) , i) |

lw(e,.) c (| y*u + |y "y )
i |2 2 < | ¥7w | |y | 2
[LiCa), LI(B)] L (B)

2
e L+(A)

Comme [Li(A) 5 Li(B) ] o cofncide avec Li(Al—e Ba),

(cas hilbertien de l'interpolation holomorphe), nous obtenons



(1) . R

finalement

|“|°m(p al-® 5@ g5y <C I“'ﬁm(ot,A , B)

Ce qui démontre le théoréme.

THEOREME.(I1.2). Pour tout entier m et tous nombres réels & et

B vérifiant : = E-<P4* , nous avons l'inclusion algébri-
2

que et topologique :

. W, A, B)c wh(p, al7® 8% | )
|

avec B = &.la_
A+ m
DEMONSTRATION : supposons --£<ﬁqd et posons © = Lk N
' 2 = A+ m °

D'aprés [19] et [24] 1'application uh_agju(j = 0 ,..., m=1) est

linéaire, continue et surjective de W (&« , A

1-0 ©
A i j avec

, B) dans

1-6 = 2m - Zj -1

y= (2)
2(cA + m)

De méme u F_+gju est linéaire, continue et surjective de

; '
W (P,Le ©, B) dans [Al'g BBJ(I_Bj) BGJ

avec
l-B'j = 2m = 2§ =1
2(f + m)
comme (1-0) (I-G'j) = (I-Bj) , on voit que les deux espaces
wm(c*, A, B) et Wm(P . AI_B Be , B) admettent les mémes traces.
(1)

La lettre C ©pourra désigner des constantes différentes.

(2) En effet, avec les notations de[24]quand u parcourt Wm(m,A,B)

§ ju parcourt T? (2,4, A ; 2,0,B) qui est égal 2 T(2,y,A ;2,y,B)

(théoredme 2-2 de[24]). Mais d'apr2s[l19], ce dernier espace est bien
l-Gj e 1
A B J » avec ¢ +-§ = 0 .

k|



Nous avons besoin du lemme suivant

LEMME.(I.1). (Rel2vement) : il existe une application linéaire et

1-0. 0.

continue Rj (j =0 ,000, m=1) de A J 3 3 dans

W&, A, B)N Wm(F 4 Alwe Be , B) telle que, pour tout f
i 1-0, 0.

appartenant a A J g J , on ait

yk(ij) = o pour k # j
. %(ij) = f
avec - — _j‘c(;_.g.:x 1. = 093, 2 2m - 2_'] -1 = A = /3
: 2 2 J 2(4+ m) » 8 o +m

DEMONSTRATION DU LEMME
Comme dans [18 ], nous utilisons le théoreéme de diagonalisa-
tion des opérateurs auto adjoints (voir [ ¢ ]). Il existe une somme
mesurable d'espaces hilbertiens H = J H(X») d p (X ) (avec)d yo
et dp ()) une mesure positive), ef une isométrie T de B sur
H telle que :
ueD(AN ) équivaut 2 ¥ T wuen .

Soit Pe D(R) avec ¢(y) =1 dans un voisinage de l'ori-

1-6, 5]
gine. On se donne f€ A J s ] P
On pose :
g(A ) =T £
1
(1.5)  w(A, y) = 37 8(}) ylo (A 208+ =) o,

On vérifie facilement que l'on a :

( gyz ()X, o) = o si k # j
(I;ﬁ) % j
kb—‘; (N, o) = g(})

Nous avons, par la formule de Leibnitz :
J m=k 1
m -k | 7(&Fm) (m-k) 2 (d +m)
(.70 3 o on.9) = g0 Z=o ¢ ¥ N P € y)

m
Oy



Montrons, maintenant, que l'expression

00 2

A = [: d J lbym(A »Y) l dy est finie.
o H(A)

a |
2( o +m)

En utilisant (I.7) et le changement de variables v =y A

on trouve :
0 2m-2j-1

il ;
A+ @
(1.8) A =(J 18200 4 J(E c vi7k (M Fvy ) 2ay
k=o
(o) (o)

En calculant de mé&me les expressions :

(9]
[}

d4m
Jﬁg+m yzﬁlw(X:y)|§()) d p(A) dy

on trouve :
2m=-23-1
(0’0}

(00]
(1.9) B =<[ 18D 120y 2 2ET a4 wa) J v 24y av)
0 o]

@ 2m;2j 1 @o
(r.10) ¢ =( J |g(A)|H(h) y 2 (%+m) y ( J R ACE D) L1r,2(‘,) dv)
(o]

o
Posons (Rjf)(y) = Tﬂl wilks¥)

(1.8) (I.9) et (I.10) montrent la continuité de Rj de

1-6 ® ”
A J B3 gans W%, A, B) N Wm(p, AI 9 g% s B)Y
(1.6) montre que nous avons bien :
(R.£) = o
¥ 3
Xj(gjf) = f
cC.Q.F.D,

Revenons maintenant a la démonstration de notre théoréme.

Soit ueW'(d, A , B), La fonction g Ry ¥y

i u) appartient



' - 11 =
1-6 4

o> A, B n WA BY, B) .

Nous avons :
m=1

V=u—-; Rj(yj u) € I?Jm(o(,A, B)

donc, Vv est dans Wm({3, al=®

B B) d'apr2s le théorzme (I.1),
et finalement u appartient aussi 2 cet espace. La continuité
résulte de celle de R, y et du théoréme (1,1) ¢

C.Q.F.D,
REMARQUE.I.1.

Sans la condition = %—4F , le théorgdme (I.2) serait faux.

En effet, il est facile de voir, que pour (g = % , les

m 1-86 _© t
u€E W (P 5 B , B) admettent une trace ¥ U nulle, Il n'en
n'est pas de méme pour W , A , B) avec d>=- % . On ne peut,

done, avoir l'inclusion de ce théoréme dans ce cas.

Nous utiliserons ces espaces dans les cas m = 1,2 .,

Voici un théordme de "dérivée intermédiaire".

THEOREME.I.3. L'application wu—u' est continue de

wz(d , A , B) dans Wl(%-, A1/2 31/2, B) pour A> - 1

Démontrons d'abord la proposition suivante :

PROPOSITION.I.1: L'application wu_;u' est continue de

ﬁz(d , A , B) dans ﬁl(i Al/z 31/2

5 , B) pour tout

nombre réel o :

DEMONSTRATION : Nous allons commencer par montrer que les
[+]
fonctions de Hz(cx, A, B) , a support compact dans R+ , forment
=]
un sous espace dense dans Wz(d , A, B) . Soient ¥ et ¢ deux

fonctions @msur R wvérifiant



P(y) =1 pour |yl <1
¥(y) = o pour |y |32
Y(y)e[o,1]
Y(y) =1 pour y 2
Y(y) = o pour y <1
Y(y)elo,1]

Posons : % (y) = @) wy)

ona ¢ (=2 ¢ va@ay+ avd) ¢ @y .

y Q'n(Y) est donc bornée sur R ., On voit de méme que yz Q"n(y)
est aussi bornée sur R , %uﬁmwt m VoL

=]
Soit domec u€ Wz(d , A, B) ; les fonctions un(y) = §“(y) u(y)

sont a4 support compact,
Vérifions qu'elles convergent vers u dans cet espace,
Le théor2me de Lebesgue montre que y“un tend vers y%u

dans Li(A) ; et on a :

u;(y) = E:(y) u(y) + 2 ;'n(y) u'(y) + g, (y) u"(y) .

Le dernier terme tend vers u" dans Li(B) 5 les deux premiers

tendent vers O puisque 35 et ;— sont dans LZ(B) (inégaliteé

y
de Hardy, voir démonstration du théor2me (I.1)). Ce qui démontre

la densité wvoulue.

Supposons, donc que u soit & support compact

[+]
(ue Wz(:x, A , B)) . Posons

w(d, y) = (Tu(y))()) &

Considérans l'expression

(1) T est l'isométrie entre B et H wutilisée dans la démonstre

tion du lemme (I.1) .,
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® 0o 2

1/2
1a = | apn | 55¢ 29 lgy dy

| %

|2

E = vy~ u'
A1/2

Une intégration par parties nous donne
& 1/2
(I.ll)’E = y ,w (AJY) w()\:Y))H(}) dy dp‘ (A)
Y

MH LN Oy, wOLylg,, dy dp)

Mais on a

% 2 2. % 2
(I.12)| (200 ———(k,y) wid,y))| ¢ ———(A y)[ + IY“A LACNS O
°y? H()) 'y’ H()) H(N)
1 %1
(1.13) (yd‘—l,\z-%-g- (0, ¥), wih,y)) 45'2 ()\,y)’ +
H(A) H(N)
A= 2 1

od € est un nombre réel positif quelconque.

Par intégration de (I.12) et (I.13) on obtient

&
(I.14) E < |u"| + | y*u + £ |a yz u'
Li(ﬁ) le(A) % | | |A1/2 shla
+
A=2 2
| & 2
+ jfL ly u IAI/Z B1/2

Utilisons le théoreéme (I.1) avec m=2 et O = %
C désignant une constante indépendante de u on a

oA =2 2

T2
(1.15) |y u £ C |ul|
IAIIZ B1/2 l ‘ Wz(i, A , B)



Et, finalement, en prenant € suffisamment petit dans
(I.14) , on obtient
2

l vy ou'! I sCIUI &
al/2 gl/2 w2(o, A, B)

o &

Ce qui démontre la proposition par densité des fonctions 2 support

o
compact dans Wz(d, A, B) .

DEMONSTRATION DU THEOREME (I.3)
Solit u appartenant 2 Wz(a, A, B) (d>-1)

Posons fou = u(o) fu = u'(o)

Nous distinguons deux cas :

1°) 4> --% o Considérons le rel2vement du lemme (I.1)

avec m = 2 ;7 J = 0,1 .

Posons :

Nous savons que v est dans Wz(d, A, B) .
Une démonstration semblable a celle du lemme (I.1) nous prouve

aussi que : 11
v e wl(% , aZ 32 , B)

]
Comme u=vE Wz(d, A, B) , la proposition (I.1) et ce qui pré-

céde montrent que u' est bien dans Wl(%-, A1/2 B:”2 , B)
2°%) -1 <d <o % « On voit sans peine que dans ce cas,
nous avons : g u = o &
o
Nous posons : v = Rl ¥, u

oy

1

on vérifie que v' appartient 2a WlC% s A2 Bz, B) et la suite

du raisonnement utilisé en 1°) reste valable.
C.Q.F.D.



.
REMARQUE.I,2. : Sans la condition «> = 1 , le théoreme (I.3)
serait faux. En effet, pour = %-<a£$-1 , 11 est facile de voir
al/2 Bl/z

que l'on a pour tout ué Wl(% 5 , B) : You =0 ;

il n'en est pas de m@me pour tout u' quand uE-Wz(d, A, B)

L]

REMARQUE.I.3 : On ne démontre pas ici le résultat plus général
suivant :

l'application uh_eu(j) (o<j<m) est continue de W («, A,I
dans W™ I((1 %)at , Al-% i , B) ((1-’-%)d~>- %)

Pour «= o , c'est un résultat de [8] (voir aussi [20] ) "

REMARQUE.I.4. : Notons ‘wm(d, A, B) 1l'espace des fonctions u

vérifiant : (ye R)

yd‘u e L2 (A)

«(Me 12¢p)

Il est facile de voir que tous les résultats précédents restent

valables en remplagant Wm(d, A, B) par qﬂm(d, A, B) :

REMARQUE,I.5., : Notons W?(d, A, B) les restrictions des fonc-
tions de Wm(o(, A, B) 2 [0,T] (T<+ o) . On voit facilement
que les théor@mes précédents sont encore valables en remplacant
Wm(cﬂ, A, B) par W?(cx, A, B). Supposons maintenant, que
l'injection de A dans B soit compacte. Il en est de méme
pour l'injection de Alhe B9 dans B pour o0<0<1 (voir 247 ).
Dans ce cas, l'application u|__%u(j) (j=0 ,..0., m=1) est
compacte de W?(o , A , B) dans L%(B) (d'apres[1]). D'autre
part le théor2me (I.2) nous donne, avec f= o :

m ol

: -3 . X
*%0 W?(o&,A,B')C W“T’(o,A+m g R




nous en déduisons alors la compacité de l'application

il

o

%, Ky B) _p LS(B)

ues (3)
u

avec j = 0,1, ... m=1 .

II. APPLICATIONS, LEMMES DE COMMUTATION.

Désignons par (x,y) = (x1 Jeses X

n
de R et notons :

R: = {(x,y)e g™ y>o}

B=(% ,... En-l) désignera la variable duale de

s étant un nombre réel, Hs(Rnnl)

Sobolev des distributions £ , tempérées sur

5
(1 +15) 57 Fere 1@

avec la norme
s
=l 1 +1E1H2 £y |

|£]

est l'espace de

n-1

16

la variable

vérifiant

f désignant la transformée de Fourier de f ., Li(HS(anl))

est donc l'espace des distributions u

telles que :
s

a +1515H% s,y e 2ae) = Lied

i désignant la transformée de Fourier partielle de

rapport a8 x .,

Soit r wun nombre réel ; notons
T

—

BRE B (RN (&)

Tr est une isométrie entre Li(ﬂs(mnml)) et

tempérées dans 2

Tl"

(1 +181%)% act ,y)

par

liopérateur défini

(Hsmr(mn—l))

e
®



& 17 =
pour tout nombre réel s .

1

Enfin si aé:i)(Rz) (") , les deux applications suie

vantes, sont continues pour tout s

2,.8, n=1 2,.8, n=1
(I.16) LL(H7(RTTT)) > Ly(H(RT 7))
u } a u
(1.17) L2 (P 353 LGOS C U %)

u [g, Trj] u

(voir par exemple (32 [13) )

Avec les notations du paragraphe précédent, nous prenons

ne-1 n 1)

A = H3(R ) (s>0) et B = H°(R et nous posons :

s n-l)

WS (a4, HS(R ; BNy & W&, @) i

Supposons d.>_-% . Par prolongement 2 R™ tout entier

(procédé de Babitch par exemple), tronquature et régularisation,

on peut voir que g)(ﬂi) est dense dans W' («, s) . Il en
est de méme de QKR:) dans Gm(d y B)

Nous allons donner, maintenant un certain nombre de lemmes
de commutation qui nous seront utiles par la suite.

Soient P et Q deux opérateurs différentiels (en toutes

les variables) d'ordre inférieur ou égal a3 1, a coefficients

(1) Si E est un sous ensemble de R , on désignera par
cQ(E) les fonctions définies, et & support compact dans E ,
qui sont restrictions &2 E de fonctions indéfiniment dérivables

dans R" -

(2) Si P et Q sont deux opérateurs on note [P,Q] leur

commutateur PQ - QP 3
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o n
@ dans R+ tels que
(1.18) pour tout s [P, TS] = [Q, TS] = o
" :
Soient a,C,@eﬂD(R+) , et r, t deux nombres réels .
Posons : M =0 Trc

*
(done M = ¢ Tr@ ) on a
LEMME.I.2, : Il existe une constante C telle que pour tout
Ve Q(Rﬁ) on ait :

[(aPMv, QMv) - (aP v, QM" uy) <

c{(lrrml Py| + [Tv|[) QM v| + [T Pv| . |TMv| }
o ) ) o o
Le produit scalaire ( , ) et la norme |[0 étant

ceux de LZ(RE) (1) 3

La constante C dépend des données r.t... mais non de v

DEMONSTRATION :

On a @
(1.19) (a PMv , QMv) =(aPv, QM Mv) =
(laP,M]v,QMv)+(aPuv,[Q M]HMuv)

Etudions le crochet [a P, M] . En utilisant (I.18)

on obtient
[a P ,M]=a [ 2.p] T &+ a@T_ [Ps5] + p[a, T.] LB

Comme [P,3] et [P,; ] sont des fonctions, on voit que les

deux premiers termes sont des opérateurs tangentiels d'ordre

(1) Plus généralement on notera ( , )s et IJS le produit

scalaire et la norme de Hs(Ri) . (s entier).
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r (1) . En utilisant (I.17) on a bien :

[e B, Bly | sclfi . Bw| + |8 v

2V lo

)

o}
En appliquant 1'inégalité de Schwarz au premier produit
scalaire du second membre de (I.19), nous obtenons le résultat

désiré.

+*
Nous voyons de m&me que [Q,M] est tangentiel d'ordre 1 ,

et nous avons :

|(a Pv, [Q,M*] Mv)| = |(T aPv , Twr+t [Q,H*] M v)|

ret
4CITrmt P v |o [T, M vlo

0. TN,

Voici deux applications de ce lemme :

LEMME.I.3, : 11 existe une constante C telle que pour tout

v E @(ER_?_) on ait

|[(a PMv ,QMv) -« (a Pv, Q H* Mv) ¢<C T v |M vl
r=1 1 1

Il suffit de prendre t = 1 dans le lemme I,2 et

d'utiliser le fait que P et Q sont d'ordre 1 .

LEMME,.I.4., : Soit p un nombre réel positif ou nul, et supposons
que P et Q sont arbitrairement 1'gin des opérateurs sui=
vants :

D, , yPD_  (i=1,... n-1), identité.

i

On a alors, pour tout VEQ(RE)

(1) Un opérateur tangentiel d'ordre r est un opérateur qui en-

voie continument Li(HS(anl)) dans Li(HSmr(Rn_l)) pour tout s.
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(a PMv, QMv) - (aPv, QM Muv)<
c Tr-—l v M v
P Tulee, 1) wle,1)
DEMONSTRATION
Il suffit de prendre t = %1T dans le lemme (I.2) et

de remarquer que l'on a :

. 1
IP Tr-lv‘ < ClTrmlvl ) $|Trm1 vl . (puisque FAT <1)
o W (p,1) pP+L W (p,1)
leMv|ccMv]|,
o wi(p,1)
lP Tecr Ve cfTpar V| ;
P+T o +1 Wo(p,1)
Pevle e V| 0y cfear V|
pP+1 W (0,P+1z P+ Ww(p,1)

La deuxiéme inégalité a lieu en vertu du théoréme (I.2)

avec m=1 , 4=f et (=0 , Enfin, pour la m&me raison on a :

c]M v
© lew,l) i

Nous aurons besoin de la variante suivante du lemme (I.2) .

LEMME.I.5, : Les données étant celles du lemme (I.2), s;m’.t:/J
|

un nombre réel > %- et N = ﬁyPTrQ . On a pour tout

vE @(rﬁf)

*

|(a PNv ,QNv) = (aPv, QN" N v)l

!c{(lTrypul v| + IT ; P vl ) |Q N v’ - |Tr—tP v['TtyFwﬁv L}
: o 0 o o

T

ot C est une constante indépendante de v .,
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La démonstration est semblable 2 celle du lemme (I.2)

On utilise en plus les remarques suivantes :

ra P, NJ v =85 yle v + R P v

ot 8 et R sont des opérateurs tangentiels d'ordre r et

r-1 respectivement .

* p=1

[N", Q] v=uy v

ot U est tangentiel dfordre r .

Nous en déduisons :

LEMME.I.6. : Les notations sont celles du lemme précédent,
On suppose que P et Q sont arbitrairement 1l'uyn des
opérateurs :

Dy , yf Dxi , identité

on a, pour tout ve{ikm:)
*.
(a PNv,QNv) -(aPuwv, QN NV)I_A_:

r=_p

C|T v |
p+1

N v l
wh (e, 1) whp,1)

DEMPNSTRATION :

On prend ¢t = ?%T dans le lemme (I.5) et on utilise

l1'inclusion :

wlee, 1) culep-1 , }ﬁﬁ) (th.I.2)

On a alors

p=1
lTr b4 v|oé| Ce g 1 échrw g ¥ $
P+l Wilp=1,_¢ ) P+1 W (p,1)
P+
ITty LN v <CN v 1
o w (p,1)
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Tr—l E ¥ ]o£|Tr—1 b 1 S Trm P v 1
W (p,1) PFL W (p,1)
P
(puisque 5T T <1 )
Et enfin :
]Q N v[ 5|N v\
o 1
W-lps1)
|T1""P Pv'_é Tep V
P+1 5 P+1 WI(P 1)

En portant ces majorations dans le résultat du lemme I,5

(t = ?%T) nous obtenons le résultat annoncé.



CHAPITRE II

REGULARITE AU BORD

I. REGULARISATION ELLIPTIQUE,
Considérons la situation suivante, bien classique dans 1'étude

des probl2mes elliptiques par la méthode variationnelle. (voir ﬁ?]

par exemple).

Soient V et H deux espaces de Hilbert, V étant contenu,
et dense dans H , avec injection continue. On identifie H & son
antidual et on désigne par V' 1'antidual de V ., Il résulte, de

la densité de V dans H , que l'on a :
Vc Hc V! s

Les injections étant continues,
On se donne une forme sesquilinéaire a continue sur VxV ,
ou, ce qui revient au méme, une application A 1linéaire continue

de V dans V' telle que :

a(U,V) =<AU,V>
pour tout (u,v)e VxV ; od < ,> désigne l'antidualité entre v
et V' .

Nous supposons, en outre, que a vérifie l'hypothese de

Vecoercitivité suivante :

(1I.1) Il existe une constante &> o telle que pour tout

2
vEV Re a(v,v)> & |v | i
v

Sous l'hypothese (II.1) nous savons (lemme de Lax-Milgram)

que :
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A est un isomorphisme entre. V et V'

ou
Pour tout f£fe V! , 11 existe u€V unique tel que :
CEY.5) a(u,v) =<£f , v> pour tout vVvEV .
On peut @tre amené & approcher la solution u de la maniére
qui suit.

Soit W un autre espace de Hilbert, avec WCV (algébriquement

et topologiquement) W étant dense dans V , On a alors :
WC Ve HcV'C W .

Soit € une suite de nombre réels >~ o tendant vers O ;

]

Considérons les formes :
aj(u,v) = Ej(u,v)w + a(u,v)
les aj sont continues sur Wx W et sont W=coercitives.

Le "second membre" f étant fixe dans V' , soit £.,e V!

j

une suite telle que :

lim £, = £
yro 9
Nous désignons par uj la solution dans W de :
(11.3) a,(u, , w) = <£f, , w> pour tout WwE W

i3 ]
Une telle solution existe et est unique dans W d'aprés

le lemme de Lax~Milgram cité ci-~dessus.

Remarquons que la résolution de (II.3) est équivalente 2

celle de



(11.3) trouver u,€ W tel que :

k|
. I\ u; + Au, = £
] J % b
ot AN est linéaire continue de W dans W' vérifiant pour tout

v , we W
v.W = £ W
( & )W ﬁ\v, i W'x W

Nous avons la proposition

PROPOSITION.II.1. La solution u de (I1.2) est limite faible

dans V d'une sous suite extraite de (uj) , solutions de (II.3;

} De plus \@; |uj|w reste bornée quand j wvarie.

DEMONSTRATION :

Prenons w=uj dans (II.3) et utilisons la V=coercitivité de

a 3 nous obtenons

(11.4) £, |u |2 + & |u |2 <« Re < £, , u,>
Iy Iy 3 3
2 | [ u, |
ve 'y
Comme f. est convergente dans V' , la quantité Ifj]Vt

reste bornée. Nous déduisons donc de (II.4) que les deux

expressions :

Ve, lu,| et |u,|
Iy

restent aussi bornées quand j varie.

Par compacité faible de la boule unité de V([4], on en
déduit qu'il est possible d'extraire de la suite uj une sous suite

(que 1l'on notera encore uj) faiblement convergente dans V vers a
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Pour chaque w fixé dans W faisons tendre j wvers 1l'infini
dans (II.3) ; on trouve :

a({::w) = < £ s W>

[en effet Ej(pj s W)W= yﬁ%( sz ujl,_w)w tend vers o

a(uj , w) tend vers a(% , w)

et <fj , w> tend vers <f , wo> ].

La densité de W dans V et (II.2; prouvent alors que

o2
]
c

G Q. FsDs
Revenons 2 la "régularité" de la solution de (II.2) . Il
arrive, qu'avec des hypoth&ses supplementaires sur le "second

membre" f (en plus de £€ V'), nous puissions démontrer que :

(11.5) u€D(Ly )

-

ot les Lo sont des opérateurs fermés, non bornés dams H ,
D(Ly ) étant le domaine de Lk o C'est ce que nous entendons

par régularité de u A

Voici comment nous utiliserons l'approximation précédente

(proposition (II.1)) .

Supposons que les solutions u de (II.,3) appartiennent 2

h]
D(L & ). Pour montrer (II.5) il suffit de prouver que :

(11.6) |L& u reste bornée.

I
i H
En effet, en extrayant au besoin une sous suite, on a
u, ___.u dans H faible

L.w, __—=5¢ dans H faible

comme Ly est fermé on obtient :



g =Ly u

et u est bien dans D(Lg ) .
Nous approchons donc le probleéme (II.2) par le probléme
plus "régulier"™ (II.3) et nous regardons dans quelle mesure la

"régularité" passe a la limite (en montrant (II.6)).

Nous allons utiliser ces idées dans les paragraphes suivants,

Notons que des "régularisations! semblables ont été employées

dans [i14] fs5] g Bi.... -

IT. OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERANT AU BORD,

Nous désignons par X =(x1 ya e xn) la variable de R

et nous utilisons les notations habituelles :

o ik 3 avec i =1Va1
i 2x

si j = (j1 T jn) , Qn pose

Soit & un ouvert borné de R" de bord [ . Nous supposons

que /7 est une variété G de dimension n-1 , et que §b - est

localement situé du méme cdté de I .

H%Jthfﬂmhr)'désignera l'espace habituel de Sobolev sur ¢ , Sa

norme ajem‘a notée | Im -

Soit Y une fonction réelle de classe Q?D , définie dans

R" telle que :
de¢ # o sur [/ (d¢ étant la différentielle de ¥ )
{IL.7) {

[ = {X|“?(x)=0} ;Jb={x|‘f’(x)>°}
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On se donne un opérateur A défférentiel du premier ordre

3 coefficients réels et ©~° dans R

1

On suppose que /\ est transversal 2 V¢

Nous pouvons nous ramener, localement, au cas du'demi-espace
= t = 2} :
{Gx' o 9) = &) seioxy ;29 yo0)
Plus précisément, soit }hoé /7 , il existe © un voisinage

ouvert dans RZ et un difféomorphisme © . de © sur un

ouvert B de R?x‘ . ((0',8) est une carte locale) tels que :
]

e(/ne)y = BN {y=o}
{11.8)
e(svLne) = BN {y)o} =B,
Enfin /A se transforme en A&A(x',y) Dy ol A(x" , y) est une
fonction. %a: ne s'annulant pzc dans B ; c'est=a~dire que pour

toute fonction wu définie dans €& (ou dans Jv 0N &) on a :

1

(11.87) (/N u) o 0" - mDy(u o 871

) (%

La forme a

On se donne maintenant une forme intégro-différentiable

définie par :

(1) Ecrivons ﬁ\=£%1 dk(x) D, . La transversalité de A a [~
veut dire que le vecteur dA(x) = (K1(x),c0., dn(x)) est non nul

et non tangent a [ pour x€/ .,

(2) On peut définir © au voisinage de x_  par :
x!y = Bqlx) 1¢isn=1
y = ?(x)

les fonctions ei étant n~l1 fonctions indépendantes solutions de :

n —
g§1<*k Dy ei e

n .
Comme Ezi di Di ©# o au voisinage de x (d‘aprés ta transversalité

de A),e , alnsi défini est bien un changement de variables au voi-
sinage de x4 et on a bien (I1. 85 dans le mé&me voisinage,
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(I1.9) pour u,veé)di), b(u,v)= Ei bij(x)Diu(x)Djv(x) dx
i<l
o= |jlel

LEI [0

avec bijﬁijﬁm).

On suppose que b est elliptique, c'est-2~dire qu'elle vérie-

fie la condition de HIQ%)-coercitivité suivante @

(I1.10) il existe une constante o telle que :

pour tout wED () Re b(u,u)y « Iulf

On notera B(x,D) = B(D) l'opérateur différentiel

elliptique du second ordre associé 2 b :

B(D) = Z pd b, (x) pt
s J 1]

(On sait que (II.10) entraine l'ellipticité de B(D))
v .7 P désignant un entiér >1 ., définissons la forme suivante :
(11.11) aCu,v) = (A u , Av) + b( ¢fy 2 %fv)

pour u, veJ@®@) . (, ) est le produit scalaire de Lzﬁm) .

Notons A(D) 1l'opérateur différentiel associé a2 a :

(11.11')  A() = A A + ©"B(D) 9"

AN* &tant 1'adjoint formel de A .

Remarquons que A(D) est elliptique en tout point de & ,
mais, il dégéndre en tout point de [/ .

Nous allons étudier, maintenant, des probl2mes aux limites

relatifs a A(D),

Les espaces.

Désignons par S(L, ¢ ,p, N ) =S 1'espace des distribu=
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tions u sur Jd vérifiant

(TT.12) {tpfu € HY (&)

AN ue H°(R)
Nous munissons S de la norme définie par

= ‘\PFu’?' & |/\u|2
1 o

qui en fait un espace de Hilbert.

Notons § 1'adhérencé de é)(&Q dans S .

Nous avons les propriétés suivantes :

PROPOSITION.(II.2) :

1

1°9) S est contenu dans H°(& ) n Hl

So i -
oc( ) algébrique
+ ment et topologiquement.

2°) si WGQ)(J_Z;) , lL'application u|_~,\|’u est continue
de S dans S .

3°) D () est dense dans S .

L'application U ——yu (trace de u sur [7) définie
dans D(&) 2 valeur dans (/) , se prolonge en une

application continue, linéaire et surjective de S dans

1
HZEF-!-i) ()

, qui admet un inverse a droite continu. Le

noyau de ¢ est 8 :

DEMONSTRATION :

1°) Y étant strictement positive dans ¢V , nous obtenons
a partir de (II.12) 1'inclusion de S dans Hioc(&)) . Pour
montrer l'inclusion de S dans H®(Sv) , il suffit de le faire

au voisinage des points de /7 . On se ramdne par carte locale



a2 l'espace des v telles que :

yfv €H1 (K)

D veHO(R)
y

. n
ot K est un cube de R+ ‘Cet espace est bien contenu dans

H?(X).
2°) Ce point résulte immédiatement du précédent.

3°) Soit (& , ©) wune carte locale au voisinage d'un point

de [ ., si Eeo@(&nd_b) on a (en utilisant (II,.8))

1

(Cw) 6 8~1 e wiip,1) .

La proposition résulte alors, par partition de 1'unité , de la
caractérisation des traces des fonctions de Wl(p,l) [efest

1'espace H F¥1) (&nml)

voir chap.l démonstration du théoreme
Io2] . Le relévement de y est une conséquence du lemme I.1 ;

2 A D (R™ 21
enfin la densité de (R+) dans W (fF ,1) montre que le

o
noyau de y est biemn S .

REMARQUE,II.1. En utilisant une partition de 1'unité convenable,
et la remarque (I.5) , on montre facilement que 1'inclusion de

S dans H°(&L ) est compacte,

Revenons aux probl&mes variationnels relatifs a la forme
a définie par (II.11). Notons qu'il résulte de (II.10) et
de la définition de S (II.12) que a est S-coercitive,
Nous allons considérer les deux cas suivants : (les notations

sont celles du paragraphe 1 de ce chapitre)



cas I : Nous prenons

(I1.13) H =H°(®) , V=298 , W=H8)

La densité de W dans V résulte de celle de D(&)

dans ces deux espaces,
cas II : Nous prenons :

.

(1I1.14) H = H° () v

I
(75

W= H(R)
De méme, la densité de ﬁ)(fg) dans ces espaces (propo=-

sition (II1.2) 3°)) montre la densité de W dans V

L]

Signalons que le cas I correspond & un probléme de

Dirichlet homogéne. Nous verrons que le cas II correspond a

un probléme de Neumann.

ITII. REGULARITE (SECOND MEMBRE DANS Lz(ﬁ:)).

Commengons d'abord par définir un nouvel espace de fonction:

sur b .

Désignons par G(& , ¢ ,p , N) =G \'espace des distribu-

3

tions u définies dans & et telles que :
2 2
P
(1I1.15) @ FPue H ()
A2 uen®(®)

On munit G de la norme :

2 . A#

“|

qui en fait un espace de Hilbert.

. |?2FuE + | A

o

Nous avons les propriétés suivantes
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PROPOSITION.II.3,
1%y &1 W&@(J_b) l'application u|_>\PJu est continue

de G dans G.

2°) G est contenu algébriquement et topologiquement dans

2
loec

u. s9fAu sont continues de G dans HI(JE) 6

H°(SL ) n H () . De plus, les applications uh_ﬂf-ki et

3%y £>(5i) est dense dans G , et l'application
u,5(yu sy A u) (traces de u et de /AN u sur f’)) définie
dans O (%) 2a valeur dans (F)zJ se prolonge en une appli-
cation linéairei continue et surjective de G dans

3
g2 (py ¢ g2FFD)

qui admet un inverse a droite conti.

nu,
DEMONSTRATION : Par restriction & une carte locale, voisinage
d'un point de /7 , on se ramdne a l'espace des v telles que

yz’o v E HZ(K)

D ZVEHO(K)
y

-

ot K est un cube de Ri dont les cdtés sont paralleéles aux

axes de coordonnées. Pour une telle v on a bien :
v , D ve H°(K)
y
On en déduit, alors, que si wue G on a :
u ;3 Nu€ H° (s )
(les applications étant continues)

2

S
loc('

Ceci démontre le 1°) et l'inclusion de G dans H°(& )N H

Par partition de 1l'unité, il est facile de voir que nous

avons la caractérisation suivante de G :



- 34 -

(Pour que u appartienne a2 G il faut et il suffit que

2
u soit dans Hloc(dh) » et que, pour toute carte locale
(I11,16) x:

, voisinage d'un point de [ , et pout toute

CE€D(ON &) on ait

?;uewz(z,o, 2)

[Pour ailéger l'écriture nous notons aussi Eu la fonction

-1
tu o © (voir (I1.8)), ainsi que son prolongement par O dans

R en dehors de B J

+ +
La continuité des applications u,_*?P-Iu et  u 5 ¢Au

de G dans Hl(&;) se déduit, alors, de celle de :

W2(2p ,2)___ oW p-1 ,1)

W2(2r y2)

_ﬂwl( p »1)

4 — > D u

qui résulte des théorzmes (I.2) et  (I.3)

-

Enfin le 3°) est immédiat a partir.de 1'6tude des traces

de W2(2f ,2) (voir démonstration du th. I.2)
C.Q.F.D.

REMARQUE.II.2. I1 résulte du 2°) que l'on a :

4) L'inclusion de G dans S

@) La continuité de l'application u,_s ANu de G dans

¥) La continuité de u— 5 A(D) u (A(D) défini par

(I1.11')) de G dans H°(R)

Voici maintenant le théoréme principal :

e
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THEOREME.II.1. Soient feH = H°(6v) et u 1la solution de
(1I1.2) dans l'un des cas (II.13) ou (II.14).

Alors wu appartient 2 G défini par (II.15).

DEMONSTRATION : Nous traitons simultanément le cas I et II.
A(D) étant elliptique dans & , il résulte d'un théordme

bien connu ([7] [30] ) que u€ H%oc(&J) .. Nous allons donc nous

intéresser 2 la "régularité au bord". Plus précisément pour mon=-

trer que u€ G , 11 suffit de prouver, en.utilisant la caracté=

risation (II.16), que :

Pour toute carte locale © voisinage d'un point de /[,

et tout Ceo(D(O'ﬂ R ) on a
(11.17)

tué H2(2r 3 2)

Prenons pour fj une suite de fonctions €% dans &
convergente vers f dans H°(& ). D'apres un théoréme de
Nirenberg bo], nous savons que ujé D (&) (uj étant la solu=-
tion de (II.3)).

Commengons par démontrer le lemme suivant :

LEMME,II.1. Pour toute carte locale 6 ,voisinage d'un point
de /7 , et tout ceike-néi) l'expression suivante

ITI tuj .

F+1 W (p,1)

reste bornée quand j varie,

CONSEQUENCES : On montre facilement (voir paragraphe 1) que 1'on

a , & partir de ce lemme :
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T, tuew'(p,1)

p+I

En utilisant le théorégme (I.2), on en déduit

tue wli(p -1,1)

En particulier

?leué Hl(& )

Notons que ceci résulte de (II.17) (par le th.(I.2)), et

est donc une conséquence du théoreéme (II.1).

Preuve du lemme (II.1).

{ étant donnée, soit (35‘@(60:!_&) telle que

¢ =1 sur le support de ¢

Posons : M= T1 % et c-usidérons les expressions :
FFT
A, = a,(Mu, , Mu,)
J 3 J ]
B, =a,(u, , MM u,)
j i j j

Notons que M uj et M*M uj sont bien dans ﬁl(ﬁ ) dans

le cas I , et dans Hl(ﬁ ) dans le cas II.

Utilisons les lemmes (I.3) et (I.4) en prenant pour
1 1

v = @uj et pour T = 5T , il vient : (7)
I1.18 A, - B, | <c | u M u, B
( ) ’J J| {lejll ' J|1
w(p ,1) Wl pald
B | T u e |M u
GJ_l__l P 3' I J‘l}
£+1 1
(1) 1les expressions Aj et Bj ne changent pas,si on remplace
; ar u, "
uJ 4 @ J



& 97 w
En utilisant la S«~coercitivité de a nous obtenons :

) 2
(11.19) e Mu |7+ < |M u.lz ¢ Re A s |a ]
j Il (P J h|
w(p,1)
Enfin nous avons, par définition des Uy H

s

|B_l = |(f_ , M M u.)| < |f.| ,M*M u,

J J J J J

o] o

3
Comme M est un opérateur tangentiel dfordre F%T et que

l1'%on a 1'inclusion ¢ Wl(p,l) c wl(o,F%T ) (par lea eRJT2),
nous obtenons :
(II.20 B.| . c |f ’ lMu|
! | J[ |j s il 4
Wi (p,1)
Nous en déduisons de II. 18 - 19 et 20 , ol les constantes

C (différentes !) sont indépendantes de j 3

L el

2 2 -
(11.21) €, |M u |7 +c|M scﬂ{m u,
j ily J)wl(r’,l) J'w i3 e

# iy [fny | |M“jl} )
1 1

On sait , dfautre part, (proposition II.1l) - que les expres-

sions : Iu.l s Vg.lu.l et 'f.‘ sont bornées quand j
3 s J J 5 Il g
varie,
Comme on a :
@U.' ¢ C u
Py wlie,1) | tlg
|Puj’1 <G |uJJ1

(1) comme Fil - 1 £¢0 nous avons bien :
e P | s bus |1
PFL 1
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On obtient que le premier membre de (II.21) reste borné

quand j varie. En particulier, il en est de mé&me pour :

H

1w

k|
w1(r,1)
Nous pouvons écrire, puisque M= Tl &
e+1
T, Cuj =Huj . [Tl ,p]Cuj

P+1 P+1
et nous obtenons le lemme, en remarquant que la norme du second

membre dans Wl(f,l) est bornée quand j varie.

C.Q.F.D.

LEMME.II.2. Pour tout CG:D(303€), ol © est une carte locale,

voisinage d'un point de [ , nous avons :

6 wewl(p,1)

Preuve du lemme (II.2).

Soit (5€ ,D(G"nﬁ) avec (%=% , Posomns N = erTlt 8

Nous considérons les expressions :

Cj = gj(N uy o N uj)
*
; = . . » NN
DJ aJ(uJ uj)
Utilisons le lemme (I.6) avec v = ﬁuj et r =1 . Tl vient :
L] C,“D, -S‘c T Nu,
(a1.22)  o; = pyfscf|T, Puy] ¥y |
P+1 W (p,1) W (f,1)
+ EJ| @uj| ’N u, ‘ }
1 1

La S-=coercitivité de a nous donne



2
1 < 18]

(II.23) Ej' N uj|2 + ¢ uj,
3 wli(p,1)

Nous avons d'autre part :

- *
Dj . (fj », NN uj)o

Soit :

(II.24) D | <« C |[f, N u,
2 | 3|o lel(f,l)

Et, finalement, nous déduisons de

IT. 22 - 23 et 24 .

& 36

el

wlip,1)

2
(11.25) ¢ | N ujjl + ¢ |n uj|21 ¢ c! {lfj,o‘N u |
wi(p,1)
T, pu, N u. 4 E.Iﬁu.' |N uw 3
7 e " wley 0 Tt

°
®

Comme les expressions suivantes sont bornées

T1 Puj (lemme II,1),
FFT wlp,1)

|Fuj, (Proposition II.1)
1
CIT25)

Nous obtenons que le premier membre de
borné qugnd j varie, En particulier nous avons
1
(I1.26) N uew (p,1)

Le lemme résulte alors de

yfT, tu = N u-%hl 0] yeu

reste

(I1.26), et du fait que :

C.Q.F.D,

Revenons, maintenant,

Il résulte du lemme précédent, que pour tout

32 la démonstration du théoréme (II.1).
e Q(B’nfb), on a

e
e
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(11.27) y2P1_ tue L2@®Y) , 0 yfT. & ueL?@RY)
2 + 0 Py Y N L

Dans la carte locale & 1'équation :
A(D) u = f£
s'écrit :

(I1.28) DY2 u -+ Lsz u  + Syfu + (3DY - DyTyP11= f

ol : L est un opérateur tangenfiel d'ordre 2 .
S et T sont des opérateurs tangentiels d'ordre 1 .

o est une fonction €% ne s'annulant pas dans ¢ .
On obtient, finalement, en utilisant (II.27) et (II.28) :

o 2, n
Dyz ¢ u€L (R+)

Ce qui, joint a (II.27) montre le théoréme.

C.Q.F.D.
Donnons quelques applications de ce théoréme.
Notons Gd (respectivement Gn) le sous espace de G

formé par les v telles que :

yv =o0 (respectiveﬁeﬁt g/\v = 0).

Cas I.Probléme de Dirichlet

THEOREME . II.2,. A(D) est un isomorphisme entre Gd et H°(R)

En effet A(D) envoie G, dans H°(&£ ) (Remarque 1II.2).,
La surjectivité résulte du théordme (II.1).
L'injectivité est une conséquence de l'unicité de la solution

de (I1.,2), Enfin, la continuité de l'application inverse résulte
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du théoréme de Banach.,

REMARQUE.II.3. Il est possible d'obtenir, 2 partir de la démon:
tration du théoreéme (II,1), une évalutation de la constante C
figurant dans l'inégalité donnant la continuité de l'inverse de
A(D) :

lu| . < C |A(D) u|
o

G4

THEOREME,II .3, (A(D),y ) est un isomorphisme entre G

et HO(R ) x HZP L) (/)

L'injectivité de l'application est immédiate.

Montrons sa surjectivité.

¥
soit (g,¢)e HO(&®) x 22+ /1y pesignons par ve G
la solution (unique de :
A(D) v = g - A(D) w
yv=o0

ot WEG telle que yw = (Proposition II.3).

Si on pose V=v+w on a bien :
A(D) Vv = g
gv = GO T

Nous donnerons plus loin d'autresrésultats concernant le

probléme de Dirichlet non homogéne;

Cas.II. Probléme de Neumann.,

THEOREME.II.4. A(D) &est un isomorphisme entre G
|

et H°(R) .
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DEMONSTRATION : A(D) envoie continfiment Gn dans H°(& ) .
La solution u de (II.2) (cas II) est bien dans G
lorsque £ est dans H°(& ) . Montrons qu'elle est dans

G . (i.e. r/\u = 0) . Ce qui démontre la surjectivité désirée

Si v et w sont dans @(-R-) , nous avons la formule

de Green suivante
(11.29) a(v,w) = (A(D) v,w) + (A (x)y Nu, ywlyory

ol o (x) est une fonction ©° non nulle sur [/ (1)

La densité de 2)(EL) dans G (proposition II.3) montre
que la formule (II.29) est encore valable si v est dans G .
Comme :
alu,w) = (f,w) et A(D) u = f

nous obtenons, alors, en remplagant v par u dans (II.29) :

Pour tout w€ Q(E) (= (x) ¥ Nu , yw)

(o]

}1"(/’)=

(1) _En effet, ‘¥ étant nulle sur f’ , nous avons @
b(P’ v , ¢fw) = (¢f B(DYY v , w)

d'autre part :

n
(Av , Aw) =J‘ /\v(x)Z o(k(x) Dkw dx
Q k=1

En appliquant la formule de Stokes ; nous obtenons

(Av , Nw) = (Afﬁ\v ,W) +.[(z;:cos Bkdk(x))ﬁxv-ﬁdr
/’7

d o désignant 1°élément d'alre de / et cos Bk le k

cosinus directeur de la normale sortante a /[ .

i2me

La transversalité ge /\ montre que l'expression

A (x) =z : cos O, o (x)
=i k k
ne s'annule pas sur / .
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Et finalement =

XALI:O

Notons que l'injectivité de notre application résulte aussi
de la formule de Green.
[En effet si vE Gn et vérifie A(D)v = o
formule (II1.29) montre que l'on a :
a(v,w) E o pour tout we D ()

on a donc v = o ],

Un raisonnement identique 23 celui utilisé dans la démons-

tration du théoréme (II.3) nous donne :

THEOREME ., II.5. (A(?) sy A ) est un isomomorphisme entre

G et B°(® ) x H :F+1)(f7)

k
IV, REGULARITE (SECOND MEMBRE DANS H (&))

k étant un entier > o , désignons par Gk(& ) = Gk

l'espace des distributions u définies dans & , et telles que:

(11.30) D*u eG pour || «k

ol G est toujours l'espace des u qui vérifient (II.,15), On

a G° =G . On munit Gk de la norme :
W’y = 22 [p® u)?
Gk G
[%1¢k

Il résulte des propriétés de G (proposition I11.3) que

1%0n a :

PROPOSITION.II. 4.
1°) Si Yed (2) , l'application u #—9"{’)’“ est conti-

nue de Gk dans Gk pour tout Lk
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2°) Nous avons les inclusions ¢

#*%8) ¢ ¢ 1¥2 (a)n wka)
oc
3°) Pour que u appartienne 2 Gk il faut et il suffit qu
k+
u soit dans Hloi (&) , et que, pour toute carte locale

® voisinage d'un point de I' , et pour tout GE 2(31131)

on ait
D ¢ ueWw?(2p,2) pour l| €k
4°) Les applications uk_ﬂyﬁulu et u,_y ¢Au
sont continues de Gk dans Hk+1(JL).
L'application u,_ A(D) u est continue de Gk dans
(@) .

5°) Enfin Gk est aussi l'espace des u qui vérifient

w2 en® 2 )

A 2

A2nea®cn)

La norme de Gk étant équivalente 3 :
2 1/2
2
(9% u + |A%ul)
k-2 k

Voici maintenant le théoréme de régularité :

THEOREME,II.6, Soient fe Hk(dl) (k entier >0) et u la
solution de (II.2) dans 1'un des cas (II.13) ou (II.14)

Alors ué;Gk défini en (1I1.30) .

Il résulte de ce théor2me et de 1'iviglusion de Gk dans

Hk(ﬁ ) (Proposition II.& 2°)) :
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COROLLAIRE. Avec les notations du théorgme (II.6) , nous

avons

k
1*) st fEH (&) , u est dans Hk(Jb) ¢

2°) si fe D(H), u

est aussi dans @(E)

L]

DEMONSTRATION DU THEOREME (II.6)

Nous allons faire une récurrence sur k . Pour k=o ,

le théor2me est démontré (théoréme II.1) . Nous le supposons

donc prouvé jusqu'a k=1, et nous le démontrons pour k

(k>1) .

Soit fj une suite de fonctions de & (&) telles que

lim fj = f
1R )

uy désigne, alors, la solution de (IIL.3).

Nous commengons par démontrer

LEMME (II.3) Soient & wune carte locale voisinage d'un point

de [ et (3,6;63(0‘0??’) vérifiant f¢= & . Pour tout

nombre rédel s , il existe une constante C telle que

pour tout j :

2 2
(1.31) € | T . l + |t 4 ¢u | <
11 a1 ily s+ﬁ—_|_-1- 3 3
23 W (p,1)
2 2 2
c .[ 2 ITsFuj |1 + |'r3(3uj[1 % 'Tsffjl
W (p,1) o

Preuve : Elle est semblable 2 celle du lemme (II.1).
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Posons M =pTB+ £ , et considérons les expressions :
F+I

A, = a,(M u, M u
j s j)

E
B, = a.( u, MM u,
h| i’ J)

Utilisons les lemmes (I.3) et (I.4) en prenant v = Puj

et r = s+?%q. . Nous obtenons :
(11.32) |AJ.—Bj|a:- c{l'rS (suj] i My ; +
W (p,1) wi(p,1)

ej]'rs Fuj 11_ M uj-L1}

La S~coercitivité de a nous donne :

2

(I1.33) €, |Mu |2 + €M < A
: il 3y 3
W (p,1)
Enfin, nous avons :
#*
= £, , M = M £, , Mu, = T Mf£f ,T M u,
|3j| | ¢ j M uj)l | ¢ ; uJ)l | ¢ -1 50T uJ)
p+1 p+1
Comme TL1 M est un opérateur tangentiel dfordre s , et
que l'on a+1'inc1usion wl(f,l)c wl(o’F%T) 5
nous obtenons :
(11.34) |B, | < C ]Ts(sfj}o | M uy] A

Nous déduisons de I1II1.32 - 33 et 34 , ol les constantes

sont indépendantes de j :



Soit encore, avec une constante C différente

2 2
(I1.36) €, |M u
i 1

j , + |M u < Cx second membre de
1

CITz31) ¢

(II.31) résulte alors de (II.36) jointe 2

C.Q.F.D.

LEMME. (II.4) Soient fG.Hk(:ﬂ») et u la solution de (II.2),

Pour toute carte locale © , voisinage d'un point de /7,

et tout g€ Q(BJHJ_ZJ) on a @

1
Tk+.1 §u€W (F ;1)
T
En particulier si k21 on a :

(IL.37) T1Cu€W1(f',1)

Preuve : On applique (II.31) un nombre fini de fois, en
prenant s = avec A successivement égal a

0,1,...,k(p+1) .

2

j] + lnj,: est bornée (prop.II.1), et

Comme £ |u
i 1
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que fj converge vers f dans Hk(&;), on en déduit que,
.pour tout zed (B'HE), l'expression

2

2
1Mt Sy F [Tty

p+1 1 wl(p,1)

reste bornée quand j varie,
Par un raisonnement, déja utilisé, nous obtenons le résultat

annoncé.,
C.Q.F.D.

Revenons 2 la démonstration du théor2me (II.6). Notons

que 116HTI§ (&) , en vertu d'un théor2me classique (voir
[7] [30] ), puisque A(D) est elliptique en tout point de
&, I1 suffit donc, de démontrer la régularité annoncé dans

les cartes locales, voisinages des points de [/ .

Soient @ une telle carte locale, et Cﬁg‘)(e' nl?a) avec

E(x',y)=P(x")Y (y) oi :
‘Péeﬂ(ﬂnml) , WeD (R) Y= 1 au voisinage de 0
En vertu du lemme (II.4) on a
CIT,38) D*,i tu € 8 I 8 1 Lewss mel
Soit vﬂg)(cfb) dans le cas I ( et vé-@(c—f.b) dans le
cas II), considérons l'expression

a(Dx,i u , v)



3

Par intégration par parties nous avons : (

a(Dx.ig u, v) = a(u, & D'xi v) + (Lu , v)

avec

L = der + y2PM u + yPNDy+yF_1P+Q+c

00
ot « et <c¢ sont des fonctions g s

M est opérateur tangentiel d'ordre 2 .
N et P sont des opérateurs tangentiels d'ordre 1

Q est un opérateur d'ordre 2 & support compact dans R: .

Soit encore :

[}

a(Dx,iC u, v) (£; ¢ ngi v) + (Lu , v)

(Dx'- ¢ £ + Lu, v)
i

Dx" § v est donc solution de (II.2) avec f remplacé
i

par g =D_, 5 f + Lu .,
* 4
Le théoréme étant supposé démontré pour k-1 , nous
avons ¢
ue kal

Il résulte, alors, des propriétés des Gk(propositionII.Q
que Lu est dans Hknl(db) , 11 en est donc de m&me pour g
Une nouvelle application de 1'hypoth2se de récurrence montrte,

alors, que

(1) Lfintégration par parties est permise puisque ue¢G
(th,II.1), et que 1fon a (II.38) ; toutes les expressions écri-

tes ont un sens,
Nous n'obtenons pas d'intégrales de surface puisque, dans

le cas I , véi)(& ) , et est donc nulle au bord, et dans le
cas II Dyt est & support compact dans mi et Dyu a une
trace nulle sur y=o (th.(II.4))
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(11.39) D_,

Il est maintenant, facile de voir qu'il ne reste plus

qu'a montrer que

2ty e nlca)
¥
ce qui s'obtient en dérivant 1l'équation A(D)u = £ , par
rapport &4 y dans la carte © , et en utilisant (II.39).
CquFnDG

Remarque sur le chapitre II,

REMARQUE.II.4.

Considérons la formeintégro-différentielle suivante

(11.40)  a(u,v) = Z a (x) Bjulx) B vix) dx
A |n i

les a, 5 étant des fonctions €® dans & , et les Py
3

pouvant prendre les valeurs

D_ ¥F (i=1,...,n) 3 /A ; identité.
i

(La fonction Y et l'opérateur A étant ceux définis au
paragraphe II de ce chapitre) . a est, alors, bilinéaire
continue sur S

Faisons l'hypothése :

(II.41) a est Swcoercitive

Ce cas est plus général que celui étudié dans ce chapi=
tre ( a étant définie par (II.11)), puisque, dans le
second membre de (II.40) nous pouvons avoir des termes de la
forme (c(x} Au |, Dx. ?Pv) qui ne figurent pas dans (II.11

1

Il est facile de voir que les résultats de régularité
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donnés par les théorémes II.1 et II.6 restent encore

valables dans ce cadre plus général,

REMARQUE . II.S5,

Le fait que p soit entier n'est intervenu que pour
avoir des coefficients ®® dans les équations approchées,
En supposant seulement P rée1>-% , on peut voir que certains
résultats de régularité restent encore valables, Les solutions
approchées ne sont plus ©® , mais, sont suffisemment régu-
lieres pour pouvoir leur appliquer des dérivations fractione

naires paralléles au bord, et garder un sens 2a des expressions

telles que celles figurant dans II,18 par exemple.

REMARQUE.II.6.

Dans le demi~plan m: = {(x“,y) s, ¥ o} ,on peut
étudier des problemes analogues 2a ceux traités dans ce cha=-
pitre, en prenant N = D& . On peut, alors, en faisant des
hypoth2ses de régularité dissymétriques en la variable normale
et les variables tangentielles sur le second membre obtenir
des résultats de régularité de méme nature sur la solution

(en distinguant les variables normales et tangentielles)

(voir 22] ,[3 ] dans le cas des opérateurs elliptiques)o



CHAPITRE III

DEGENERESCENCE A L'INTERIEUR
|

PROBLEMES NON HOMOGENES

1.0PERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERANT A L'INTERIEUR.
n b
Soit U un ouvert borné de R de bord dia ¥
e '
Nous supposons que ;id est une variété eoo de dimension n-1,
£ étant l'ouvert considéré dans le chapitre II , nous

faisons l'hypothese

ncu

Nous supposons que la forme b~ (II.11) est définie, et

est elliptique dans U ., Nous posons

alu,v) = (ANu ,Av) + b(wfu , vv)

pour u,ve€D(U) , ¥ vérifiant toujours (II.7), le produit

scalaire ( , ) étant celui de LZ(U) ‘

Nous notons S(U) 1l'espace des distributions u définies

dans U et vérifiant

9Ff u EHI(U)

Au€eH®(U)

§(U) désigne.l'adhérence de D(Uu) dans S(U) . Nous notons,
de méme, Gk(U) (k entier »0) , l'espace des u -telles que :

k+2

p2Pu e B4 (U)

A 2ue 85

I1 est facile d'adapter les propositions (II,2) et (II.3)

pour avoir les propriétés de ces espaces; (en utilisant, en
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particulier, la remarque (I,4)).

Nous avons :
THEOREME, III.1, Pour tout f€ H°(U) il existe u unique
(=]
dans S(U) tel que :
A(D)u = £
' k
De plus, si fe H'(U) (k entier >0) on a

w& 6T

L'existence et 1l'unicité sont immédiate par la méthode

variationnelle.

Nous voyons sans peine que les démonstrations des théor2mes

(11.1) et (II.6) s'adaptent a ce cas. [Au voisinage des

n

points de / on se ram2ne par carte locale 2 R(x” vy
>

au

lieu de R: J .

Nous allons en déduire, maintenant, le théoréme de régula-

rité suivant

THEOREME.III.Z2. Soit W un ouvert contenu dans U .
Si u€dr (w) , EGHl{Oc(W) (k entier > o) et
vérifient : A(D) u_= £
On a : uethoc(W)

COROLLAIRE., A(D) est hypoelliptique dans U .,

Le corollaire est une conséquence du théoréme puisque

nous dvons lfinclusion

k k
Gloc(W)CL Hloc(w)
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qui résulte facilement de la proposition (II.&) 2°) .

Notons que cette hypoellipticité ne résulte pas des condi-

tions suffisantes données dans [11] [27] [34],

DEMONSTRATION DU THEOREME III.2.

Notons que A(D) est elliptique dans U « [/ ; 1le
théoréme est donc bien connu si Wn /"= ¢ (régularité a
l'intérieur des opérateurs elliptiques).

Nous supposons dans la suite que :
wn /7 #9¢
La démonstration va se faire en deux étapes.

1°) Nous démontrons d'abord le théor2me avec l'hypothése

supplémentaire : l16810c(ﬁ} "
Soit ©C W wune carte locale voisinage d’un point de I,

Avec les coordonnées de & , on a :

(III.1)

- 2p p-1
A(D) =«Dy + y 'L + yFMDY + y' TN+ ¢Dy + 9

ot & , y et $ sont des fonctions €% dans @

L est un opérateur tangentiel d'ordre 2 .
M et N sont des opérateurs tangentiels dfordre 1 .

Soient ¢ et @ deux fonctions de O (&) .

Nous supposons que ¢ (xt,y) = @(x')ny(yj avec
Ye D(mn-l) , YPeD(Rr) ¢Y=1 dans un voisinage de 0 ,
et ge=¢ .
De l'équation A(D) u= f et de (III.1) on tire :

(111.2)

A(D)E u = Cf + yzFP@ u + y'p Dy fu + yF_I pu + QP u



ol P et 0O sont des opérateurs d'ordre 1 , Q étant 2a
support compact dans O - /7 (puisqu'il en est de méme pour

DYE ) Ju et v étant des fonctions ©® dans o .

Nous démontrons le théoréme par récurrence sur k .

i) k = o fu étant dans S(u) , le second membre de (III,2)

est dans H°(U) , le théor2dme (III.1) montre alors que

tu€eG°(U) et on a bien : ue G;oc(w) .
ii) k> o Supposcns le théorzme démontré pour k-1 .,
On a alors : Puéleml(U)

|
Les propriétés des Gk (proposition II.4) montrent que le
second membre de (III.2) est dans Hk(U) , et le théoreme

(III.1) nous donne :
tue Gk(U)

2°) Nous ne faisons plus, maintenant, d’hypotheése supplé-
mentaire,
Scit © une carte locale d'un point de /'NW relative-
ment compacte dans W ., La restriction de u & €& est une
distribution d'ordre fini B3] et appartient donc 2 Hms(&)

pour un entier s positif>1 .
Nous allons utiliser une idée déja employée dans [27],[30].

D e
A ® étant un isomorphisme entre H () et H"(O) ,

=]
soit heB%(®) tel que :

Dans la carte €& nous avons ¢
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(111.3) A® A(Dh = £y + [£° , A(D) In

Nous allons utiliser la régularité de l'opérateur ellipti=-
que Ao, L'opérateur [AF ;A(D)] est d'ordre 2s+l ;
le second membre de (II.3) est donc dans H-Sﬁl(ﬁ) . Nous
obtenons

s=1
A(Dﬂneﬂloc(s)

Nous sommes, donc, dans le cas d'application de la partie

1°) , et nous avons :

s=1
(I11.4) he Gloc(e')

Admettons pour l'instant le lemme suivant :

s
LEMME,III.1,. L'application g,__>[ﬁ. ,A(D) Jg est continue

| T=1. -28+T 7
i de Glocte) dans Hyoo (&) pour tout entier ryl .,
En utilisant (III.4) , et le lemme avec r=s , nous

obtenons que le second membre de (III.3) est dans H °(d) ,

ce qui, joint 2 la régularité de A° , nous donne :

s
A(D)hé»Hloc(O')

soit encore, en utilisant la partie 1°) :

he:-(;ioc(a’)

On applique, alors, de nouveau, le lemme (III.1) , la régu-
larité de A® et le résultat de la partie 1°). De proche
en proche, on arrive a prendre, dans le lemme (III.1), r =2s ;
finalement nous avons

2s

&
b G1oc

(&)
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11 = = 8 °
ol encore = ub A hé—Gloc(ﬁ)

o
Comme Gloc(e)crsloc(g) (Remarque (II.2)X ) , nous sommes

ramenés & la premidre partie.

Il ne nous reste plus qu'a prouver le lemme (III.1)., Il
suffit, pour cela, de montrer que le commutateur de A °

avec chaque terme figurant dans le second membre de (III.1)

=2s5+1r

rel
applique Gloc(e) dans Hyoe

(&) . Vérifions le pour les

deux premiers par exemple.

Nous avons :

(III.5) [otolf. , A%]g =[x, AS] D}? g
s ¢ 2 r-l ,
[«,A } est dfordre 2s-1 et Dy . gealoc(e') 3
Le second membre de (III.5) est donc dans szs+r(8) o

loc

De méme il est facile de voir que :

(II1:6) {yZFL 3. A 5]g = [L,ﬂ S] yng + H1 y2f’=—1 Dy g

2P =2
+ M2 vy g + M3 g

Les Hi (i=1,2,3) étant des opérateurs différentiels

avec

LITT T3 ordre M, = ordre M, = 2s
ordre HB = 28=1
rel ; A ; k
Comme g€ G; (&) , nous avons d'apr2s les propriétés des G :
2p r+] - T . p-1 r
yFgen (&) ;5 yDgel (&) ; ygen (&)

Nous en déduisons, en utilisant (III.7) et le fait que

[i , A°] est d'ordre 2s + 1 , que le second membre de
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' =2s+r
(ITII.6) est bien dans Hloc (o) .

C.Q.F.D.
REMARQUE.III.1.
Les théordmes (III.1) et (III.2) sont encore valables

avec les hypotheses de la remarque (II.4).

II. PROBLEMES AUX LIMITES NON HOMOGENES,

Dans ce paragraphe, nous allons utiliser les résultats
de régularité établis dans le chapitre II et le paragraphe 1
de ce chapitre, pour étudier certains problémes aux limites non
homogénes, relatifs 2 des opérateurs elliptiques dégénérant au
bord. Notre méthode est semblable 2 celle utilisée dans [23]
pour les problémes elliptiques (transposition, problemes
de Visik~Sobolev [35] ).

Les notations étant celles du paragraphe précédent,
désignons par H(A) 1'espace des u appartenant a H°(& )
telles que A(D)ww€ H°(L) .

Nous le munissons du produit scalaire :

(u,v)H(A) (u,v) + (A(D)u , A(D)v)

qui en fait un espace de Hilbert.

Nous avons le théoréme de trace :

THEOREME,III.3

1°) Q)(ﬁ:) est dense dans H(A).
2°) L'application u,—>s (yu , yﬁ\u) définie dans
JD(R) a valeur dans (2)(f’))2 ,se prolonge en une applica-

tion linéaire continue de H(A) dans

g 2Py oy 20D
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DEMONSTRATION :

19) Soit M une forme antilinédaire et continue sur

H(A) . Elle s'écrit
(I1I1.8) M(u) = (£,u) +(g,A(D)u)
f et g étant deux fonctions de H°(R ) ,

Supposons que M(? ) = o pour tout L5’6‘@(*5_?' )

Notons ¢ wun élément de £D(U) tel que :

Olg =%

et %’et % les prolongées par O , en dehors de & , de
f 5 B

Nous avons donc :

(I11.9)

M(P) = (E, ¢) + (&, A(D) ¢) = (£ + A(D)E , ) = o
le produit ( , ) étant ici celui de H°(U).

Comme (III.9) a lieu pour tout ¢5=®(U) nous

obtenons au sens de Di(u)

(I11.10) A(D)E = -f

En utilisant le théoreéme (III.2) , on voit sans peine

que $EG°

loc(U) . En particulier on a :

g€ G°(R) et y¢g = yNg=o0

Ce qui montre qu'une intégration par parties dans (III.8)
est permise (1) , et que nous n'avons pas d'intégrale de sur=

face ; nous obtenons :

(1) Pour le voir, on peut approcher g par une suite de
D(R) dans 6°(&R) .,
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Pour tout ueH(A) , M(u) = (£ + A(D)g , u) .

Comme f + A(D)g = o (111.10) , on a bien M = o .,
Ceci démonstre la densité wvoulue,
3 1

2°) Soit P=Cw , 9)e w2y g2 (7
Le relédvement de la proposition (II.3) 3°) nous permet
de trouver weEG(R) tel que :

(11.11) Ay

X/\W =‘Pl

w dépendant continfiment de ( %o § Wl) .
Si u€ H(A) , posons :
S(P, u) = (A(MDu , w) = (u, a%¥D) w)

Comme A*(D) envoie continfiment G(&R ) dans H°(&R )

(Remarque (II.2)) nous avons

Istp,u)|<c e |ul ; |[¢| 3 1
H(A) szﬂ'lj(/") X Hzip-t-lj([,)

ce qui montre que S(¢% ,u) est bilinéaire continue en WP o3

elle s'écrit donc

S(¥ ,u) = <s_u :;LPO > + <sju ,'~Pl>
avec soei(H(A) i H (P ¥ :(F))
-1
s,ec@a) , m 20y,

les produits < , = étant respectivement ceux de la duali-

té entre

3
H %(P“‘ 2 ¢ 9 et H2[P+1:(/")
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a] 1
22f’+1
H Yer et wECFD(py Yy
D'autre part, si uéié)(ji) , on voit en écrivant 1la

formule de Green, (voir la démonstration du th,(I1.4)) que
1’on a :

s u = ay Au

slu = Gﬁu

& et 3 é&Etant des fonctions appartenant 2 i)(fT) et

ne s'annulant en aucun point de [/~

Nous obtenons donc le résultat annoncé par densité de
D (& ) dans H(A) .

C.Q.F.D.
Voici une conséquence de ce théoréme.

Désignons par F(A) 1les wu appartenant 23 H°(R ) telles

que A(D)u appartient 2a (&R )

THEOREME.III.4,

Q)(ﬁ') est dense dans F(A) et l'application
up 5 yu définie dans D (ﬁ ) se prolonge en une

application linéaire et continue de F(A) dans
-1
g 2APFL) gy

L]

DEMONSTRATION : Désignons par Z(A) 1les u appartenant a

(1) Notons que S(¢ ,u) ne dépend pas du reldvement choisi
pour ¥ . Soient en effet w, et W, deux fonctions de

G(&® ) wvérifiant (III.11) , il est facile de voir que l'on a:

(A(D)u , wy=w,) = (u, &OD) (w; = w,))



H(A) et vérifiant

A(D)u = o

Nous avons alors :
F(a) = 8§ @ 2(a)

En effet, soit feF(A) et uel tel que
A(D)u = A(D)f

Nous avons : f ='(f =« u) + u avec

tne

f = ueZ(A) et ue
Le théoradme résulte alors de la densité de L (&) dans
et du théoréme (III.3) .

CaQaFeDa

Nous allons utiliser ces théoremes de trace, et la

régularité déja démontrée, pour obtenir :

THEOREﬁE,III,S. (Problégme de Dirichlet)

(A(D) , y) est un isomorphisme entre :

=1
1°) F(A) et S'4 H 2Ef+1j(/’)
-l
299 H(A) et H°(R) 4 H 2E’:"Llj(/”')

DEMONSTRATION :
En transposant l°isomorphisme donné par le théoréme

(II.2) nous obtenons , en remplagant A(D) par A*(D)

Pour tout L appartenant 2 G& , 11 existe u unique

dans H®°(& ) vérifiant :
(III.12) L(v) = (u, A®(D)v)

pour tout v € Gd

-
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1°) Le théoréme (III.4) montre que (A(D), ¥ ) envoie

-1
continument F(A) dans §“x n 20 +Ij(f’) . Montrons mainte-

=]
nant que cette application est surjective. Soient fe§?
-1

Nous allons prendre pour L

(111.13) L(v) = <f,v> + <dg ,f \Nv >

le premier crochet étant celui de la dualité entre % et

o -1 -1
S , le second celui de H §[P+Ij(f1) et H 2[‘“'Ij(f")

Ceci a un sens puisque l'on a : (Prop.II.3)
G,c8§
d 1
v 5y Av est linéaire continue de G dans g2 :UU

Nous tirons de (III.12) et (III.13) en prenant ve D(R )

(II1.14%) A(D)u = £
Nous avons, d'autre part, la formule de Green

(111.15) (u,A¥(D)v) « <A(Du, v > = < agu , gy Nv>

pour tout u€ F(A) et tout véiGd .

Finalement nous avons & partir de III.12 = 13 - 14 et 15 ¢

fu = g

2°) Nous suivons les mé@mes idées que précédemment.

Nous prenons fe H°(R ) dans (111.13) .

C.Q.F.D,
THEOREME ,II1I1.6. (Probl2dme de Neumann)
(A(D) s g AN) est un isomorphisme entre H(A) et

2¢ 1)
H°(&® ) x H 2.°+1)(/.,) .
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DEMONSTRATION :

Liapplication (A(D) ,y A) est continue de H(A) dans
-3 "
HO(R ) x H 2FPFI)(/")  (théordme III.3) .

Pour montrer qu‘elle est surjective, nous transposons
l°isomorphisme du théorgme (II.4),.
Nous avons :

Pour tout LE'-G'n il existe wu unique dans H°(& )

vérifiant :

(I11.16) L(v) = (u, A*() v)
pour ‘tout veG .
n -3
2(P+1)
Soient fe H°(&a ) et geH P (/7) . Nous
prenons :
(ITT.17) L(v) = (£,v) + <ag , yv>

ey

le crochet représentant la dualité entre H (/7)) et

H“%‘(Fm

(ry .
En prenant ved(8 ) , nous obtenons & partir de
(I11.186) s A(D)u = £ o

Enfin 1'utilisation d'une formule de Green analogue 2

(ITT1.15) nous donne finalement

g/\u=g
C.Q.F.D,

REMARQUE.III.2. Le théor2me (III.5) précise le thécreme
(II1.4) en mon%rant que l'application U > yu de
F(A) dans H 2§ +1j(f") est surjective. La méme remarque

est valable pour le théoréme (III.3) .



REMARQUE.III.3,

La solution wu donnée par le théor2me III.5 est dans
Hioc(& ) ; elle admet donc une trace dans Hllz(g ) , ou [¢
est la variété définie par ®(x) =¢ (¢>o0 petit). Par un isomore-
phisme entre [/ et /¢ , on peut "transporter" cette trace de
L af? 1 On peut montrer, alors, qu'elle tend vers celle de u

IS DI

dans s, quand & tend vers o , La démonstration

est semblable a celle utilisée dans (23] .

La m&me remarque est valable pour le théoreme IIT.6.

REMARQUE.III.4,
Il serait intéressant d'"interpoler" entre les isomorphismes
donnés par les théor2mes (II.3) et (III.5) (respectivement

(IT.5) et (III,6)) et de résoudre, ainsi, d'autres problames

non homogénes,
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